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13.09. Трапеции. 
 

Трапеция — четырёхугольник, у которого ровно одна пара противолежащих сторон параллельна. 

Например, в трапеции ABCD стороны AD и BC - параллельны, а стороны AB и CD - не параллельны. 
 

 
 

Элементы трапеции 
Параллельные стороны называются основаниями трапеции. В данном случае - основания трапеции 

стороны AD и BC. Две другие стороны называются боковыми сторонами. В данном случае - боковые 

стороны AB и CD. Отрезок, соединяющий середины боковых сторон, называется средней линией тра-

пеции. 

 
 

На данном рисунке MN - средняя линия, АМ = МВ, DN = NC. 
 

 
 

Расстояние между основаниями называется высотой трапеции. Высоту удобнее всего проводить из од-

ной из вершин меньшего основания. На данном рисунке ВН - высота. 
 

 
Виды трапеций 
Трапеция, один из углов которой прямой, называется прямоугольной. На самом деле в прямоугольной 

трапеции всегда два прямых угла. В данном случае - это углы DAB и CВA. 
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Трапеция, у которой боковые стороны равны, называется равнобокой или равнобедренной. В данном 

случае AB = DC. 
 

 
 

Свойства трапеции 
Свойство 1. Средняя линия трапеции параллельна основаниям и равна их полусумме. Пусть меньшее 

основание трапеции равно а, большее основание трапеции равно b, средняя линия трапеции равна m, 

тогда: 

a b
m

2


 . 

 
 

Свойство 2. В случае, если a и b — основания трапеции, h её высота, то формула площади трапеции: 

h
2

ba
S 


 . 

 
 

Площадь любого выпуклого четырёхугольника, в том числе и трапеции, может быть найдена по 

формуле: 1 2

1
sin

2
S d d     , т.е. полупроизведение диагоналей на синус угла между ними.  

 
 

Свойство 3. Отрезок, соединяющий середины диагоналей трапеции, равен полуразности оснований. 

Проведём через середины диагоналей отрезок, параллельный основаниям, концы которого лежат на бо-

ковых сторонах трапеции. Пусть диагонали трапеции разбивают его на три отрезка с длинами x, y, z.  
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В треугольнике АВС отрезок х является средней линией, а значит, его длина равна половине длины па-

раллельной ему стороны треугольника 
2

a
x  . Аналогичное рассуждение для треугольника ABD даёт 

нам 
2

b
yx  . Тогда 

2

ab
y


 . 

 

Свойство 4. В трапеции середины оснований, точка пересечения диагоналей и точка пересечения про-

должений боковых сторон находятся на одной прямой.  

 
 

Отрезок, соединяющий середины оснований, делит трапецию на две равновеликие трапеции. Доказать 

это утверждение очень просто: у трапеций одинаковые основания и высоты, поэтому площади трапеций 

равны. 

Доказательство. Пусть O – точка пересечения продолжения сторон, К – середина верхнего основания, 

М – нижнего основания, R – точка пересечения диагоналей.  

Докажем, что точки О, К, М лежат на одной прямой.  

Треугольник  по трем углам. Следовательно, ВС:AD = OB:OA. 

Поскольку К – середина стороны ВС, а М – середина стороны AD, то 

BK:AM=BC:AD. Тогда  по двум сторонам и углу между ними. 

Следовательно, . Значит, точки О, К, М лежат на одной пря-

мой. 

Докажем, что точки К, М, R лежат на одной прямой. 

Треугольник  по трем углам. Следовательно, ВС:AD = RB:RD. 

Поскольку К – середина стороны ВС, а М – середина стороны AD, то 

BK:AM=BC:AD. Тогда  по второму признаку подобия тре-

угольников (по двум сторонам и углу между ними). Следовательно, 

. Значит, точки О, R, М лежат на одной прямой. 

 

Свойство 5. Диагонали трапеции раз-

бивают её на четыре треугольника. Тре-

угольники, сторонами которых являют-

ся основания - подобны, а треугольни-

ки, сторонами которых являются боко-

вые стороны - равновелики. 

Рассмотрим произвольную трапецию 

АВСD. Треугольники ВОС и DОА по-

добны, т.к. угол ВОС равен углу DОА, 
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как вертикальные, угол СВО равен углу АDО, как накрестлежащие, угол ВСО равен углу DАО, как 

накрестлежащие. Пусть площадь треугольника ВОС равна S. Отношение площадей подобных фигур 

равно квадрату коэффициента подобия, тогда площадь треугольника DОА равна k2S, где k - коэффици-

ент подобия, причём 
BO

DO

CO

AO
k  . 

Рассмотрим треугольники АОВ и СОВ. Высота, проведённая из вершины В, является высотой, как 

для одного треугольника, так и для другого треугольника (высоты на чертеже нет, она для решения 

не нужна, но Вы можете её провести самостоятельно). Площадь треугольника, как известно, равна по-

ловине произведения основания на высоту. Так как высоты треугольников одинаковы, то их площади 

относятся как основания, т.е. как k
CO

AO
 . Значит, отношение площадей треугольников АОВ и СОВ 

равно k. Поэтому площадь треугольника АОВ равно  kS. Аналогично доказывается, что площадь тре-

угольника DОС равно  kS. Итак,  площади треугольников АОВ и DОС равны друг другу и в k раз боль-

ше площади треугольника СОВ. 

 

Свойство 6. Если из одной из вершин трапеции проведена биссек-

триса, то для решения задачи надо будет увидеть равнобедренный 

треугольник.  

Пусть биссектриса проведена из вершины острого угла и попадает на 

меньшее основание.  

Углы ВАО и OAD равны по условию, углы ВОА и OAD равны, как 

накрестлежащие. Значит, углы ВОА и ВАО равны. Тогда треугольник 

АВО - равнобедренный.  

Теперь пусть биссектриса угла А попадает на боковую сторону CD. Тогда её надо продлить до пересе-

чения с продолжением верхнего основания.  Очевидно, что треугольник ABO - равнобедренный.  
 

    
 

Если же биссектриса является диагональю, то равны длины одного из оснований и одной из боковых 

сторон.  

 
В данном случае  AB = BC. 

 

Свойство 7. Если сумма углов при любом 

основании трапеции равна 90°, то отрезок 

соединяющий середины оснований равен 

полуразности оснований. 
090  A D  Пусть М – середина меньше-

го основания ВС, N – середина большего ос-

нования AD. 

Надо догадаться продлить боковые стороны 

до пересечения. У нас получится прямо-

угольный треугольник ASD.  
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Мы знаем, что в прямоугольном треугольнике медиана, проведённая из вершины прямого угла, равна 

половине гипотенузы: 
2

  
b

SN AN DN . 

Треугольник BSC – также прямоугольный, тогда: 
2

  
a

SM BM CM . 

Значит, 
2 2 2


  

b a b a
MN . 

У равнобедренной трапеции, кроме вышеперечисленных свойств, есть дополнительные свойства. 

 

Свойство 8. У равнобедренной трапеции углы при любом основании равны. 
 

 
 

Свойство 9. У равнобедренной трапеции диагонали равны. 
 

 
 

Свойство 10. В равнобедренной трапеции высота, опущенная из вершины на большее основание, делит 

его на два отрезка, один из которых равен полусумме оснований, другой - полуразности оснований. 
 

 
 

Доказать это утверждение легко. Пусть ВС = FK = а, AD = b. Тогда AF + KD = b - a. С учётом того, что 

AF = KD, получаем 
b a

AF
2


 . Тогда 

b a b a
FD b

2 2

 
   . 

 

 
 

Свойство 11. Для равнобедренной трапеции часто применяют фокус. «Отрезают» треугольник AFB, 

переворачивают и приставляют с другой стороны трапеции. Получается прямоугольник FBAD. Диаго-

наль трапеции АС параллельным переносом превращаем в диагональ прямоугольника FA.  
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Свойство 12. Если диагонали равнобедренной трапеции, по условию задачи, перпендикулярны, то ее 

высота равна полусумме оснований 
a b

h
2


 . 
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13.10. Параллелограмм. 
 

Параллелограмм — это четырёхугольник, у которого противолежащие стороны попарно параллельны, 

то есть лежат на параллельных прямых.  

 
 

Свойства параллелограмма.  
 Противоположные стороны параллелограмма равны 

 

 
AB = CD, AD = BC. 

 

 Противоположные углы параллелограмма равны 
 

 
A = C, B = D. 

 

 Диагонали параллелограмма пересекаются и точкой пересечения делятся пополам 
 

 
AO = OC, BO = OD . 

 

 Сумма углов, прилежащих к одной стороне, равна 180°. 

 Сумма всех углов параллелограмма равна 360°. 
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 Сумма квадратов диагоналей параллелограмма равна удвоенной сумме квадратов его сторон:  

 2 2 2 2

1 2 2  d d a b  

где а — длина стороны AB, b — длина стороны BC, d1 и d2 — длины диагоналей. 

 

Доказательство. По теореме косинусов: 
2 2 2

12 cosa b ab A d     

2 2 2

22 cosa b ab D d     

Поскольку A + D = 180°, то cos cosA D   . Значит: 
2 2 2

22 cosa b ab A d    . 

Складываем полученные равенства и получаем: 

 2 2 2 2

1 2 2  d d a b . 

 

Признаки параллелограмма 
Четырёхугольник ABCD является параллелограммом, если выполняется одно из следующих условий: 

1. Противоположные стороны попарно равны: AB = CD, AD = BC. 

2. Противоположные углы попарно равны: ∠A = ∠C, ∠B = ∠D. 

3. Диагонали делятся в точке их пересечения пополам: AO = OC, BO = OD. 

4. Сумма соседних углов равна 180 градусов: 

∠A + ∠B = 180°, ∠B + ∠C = 180°, ∠C + ∠D = 180°, ∠D + ∠A = 180°. 

5. Противоположные стороны попарно равны и параллельны: AB = CD, AB || CD. 

 

Площадь параллелограмма может быть найдена по одной из формул:  

aS a h   – произведение стороны параллелограмм на высоту, проведённую к этой стороне; 

 
 

sinS a b     – произведение сторон параллелограмма на синус угла между ними; 

https://educon.by/
http://www.100ballov.by/


 

Иванов А.А., Ливянт Е.Б., Волович В.В. www.100ballov.by 

Математика 13.2. Планиметрия – Многоугольники 

___________________________________________________________________________________________________________ 

10 

 

 

1 2

1
sin

2
S d d      – полупроизведение диагоналей параллелограмма на синус угла между ними. 

 
 

Обратите внимание, что из одной вершины параллелограмма можно провести высоты к двум сторонам 

параллелограмма: 

 
При этом площадь параллелограмма можно найти по любой из формул: a bS a h b h    . 

Приравнивая площади одного и того же параллелограмма, получаем формулы:  

a ba h b h   , sinaa h a b     , откуда sinah b   , 1 2

1
sin

2
aa h d d       и т.д. 

Если в параллелограмме провести биссектрису одного из углов, то образуется равнобедренный тре-

угольник. 

    
 

Прямоугольник – это параллелограмм, у которого все углы прямые (равны 90 градусам). 
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Свойства прямоугольника. 

 Диагонали прямоугольника равны. 

 Прямоугольник является параллелограммом — его противоположные стороны параллельны. 

 Стороны прямоугольника являются одновременно его высотами. 

 Квадрат диагонали прямоугольника равен сумме квадратов двух его не противоположных сторон 

(по теореме Пифагора). 

 Около любого прямоугольника можно описать окружность, причем диагональ прямоугольника 

равна диаметру описанной окружности. 

 Величина площади прямоугольника равна произведению ширины прямоугольника на его дли-

ну: S a b  . 

 Периметр прямоугольника равен удвоенной сумме длин его ширины и длины:  2P a b   . 
 

 
 

Признаки прямоугольника 
Параллелограмм является прямоугольником, если выполняются условия: 

 Хотя бы один угол прямой. 

 Диагонали параллелограмма равны. 

 Квадрат диагонали параллелограмма равен сумме квадратов не противолежащих сторон. 

 

Ромб — это параллелограмм, у которого все стороны равны. 
 

 
Свойства ромба: 

1. Ромб является параллелограммом. Его противолежащие стороны попарно параллельны: 

АВ || CD,   AD || ВС. 

2. Диагонали ромба пересекаются под прямым углом (AC ⊥ BD) и в точке пересечения делятся 

пополам. 

 
 

3. Диагонали ромба являются биссектрисами его углов (∠DCA = ∠BCA, ∠ABD = ∠CBD и т. д.). 
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Признаки ромба 
Параллелограмм ABCD является ромбом, если выполняется одно из следующих условий: 

1. Все его стороны равны (AB = BC = CD = AD). 

2. Его диагонали пересекаются под прямым углом (AC⊥BD). 

 

Площадь ромба 

Площадь ромба равна половине произведения его диагоналей: 1 2

1

2
S d d   .  

 
 

Поскольку ромб является параллелограммом, его площадь также равна произведению его стороны на 

высоту aS a h  .  

 
 

Кроме того, площадь ромба может быть вычислена по формуле: 
2 sinS a   , где  — угол между дву-

мя смежными сторонами ромба. 

 
 

Квадрат – четырёхугольник, у которого все стороны равны, а все углы равны по 90°. 
 

 
 

У квадрата есть ещё несколько определений. 
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 Квадрат – это ромб, у которого все углы прямые. 

 Квадрат – это прямоугольник, у которого все стороны равны. 

 Фигура, у которой все стороны равны, а углы одинаковые, называется правильной. Квадрат – это 

правильный четырёхугольник. 

 

Свойства квадрата – это ВСЕ свойства параллелограмма, ромба и прямоугольника одновременно. 
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13.11. Многоугольники. 
 

Многоугольником называется геометрическая фигура, состоящая из n (n ≥ 3) точек плоскости, не ле-

жащих на одной прямой и попарно соединённых непересекающимися отрезками. 

Вершины ломаной называются вершинами многоугольника, а отрезки — сторонами многоугольника. 

Многоугольник с тремя вершинами называется треугольником, с четырьмя — четырёхугольником, с 

пятью — пятиугольником и т. д.   

 
Многоугольник с n вершинами называется n-угольником. 

Вершины многоугольника называются соседними, если они являются концами одной из его сторон. 

Например, у данного пятиугольника для вершины А соседними являются вершины В и E. 

 
Отрезки, соединяющие не соседние вершины многоугольника, называются диагоналями. Например, у 

данного пятиугольника из вершины А можно провести диагонали AD и AС.  

 
Углом (или внутренним углом) многоугольника при данной вершине называется угол, образованный 

его сторонами, сходящимися в этой вершине, и находящийся во внутренней области многоугольника. 

Внешним углом выпуклого многоугольника при данной вершине называется угол, смежный внутрен-

нему углу многоугольника при этой вершине. Внешний угол равен разности между 180° и внутренним 

углом. На данном чертеже показан один из внутренних углов пятиугольника  и внешний угол , при-

чём  = 180° - .  

 
Плоским многоугольником называется фигура, которая состоит из многоугольника и ограниченной 

им конечной части плоскости. Все фигуры, которые Вы изучали в данном курсе, являются плоскими. В 

неплоских фигурах, точки фигуры принадлежат разным плоскостям. Эти фигуры Вы будете изучать в 

стереометрии. 

Выпуклым многоугольником называется многоугольник, обладающий тем свойством, что все его 

точки лежат по одну сторону от любой прямой, проходящей через две его соседние вершины.  
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Многоугольник будет выпуклым, если для любых двух точек внутри него соединяющий их отрезок 

полностью лежит в нём. Для данного выпуклого многоугольника отрезок, соединяющий две любые 

точки многоугольника, например точки А и В лежит внутри многоугольника. 

 
А данный многоугольник не является выпуклым, т.к. не все точки отрезка АВ лежат внутри много-

угольника. 

 
 

Сумма внутренних углов плоского выпуклого n-угольника равна: 

 0180 2n     (в градусах) 

 2n      (в радианах). 

Число диагоналей всякого многоугольника равно: 

( 3)

2

n n 
, где n — число сторон. 

Правильный многоугольник — это выпуклый многоугольник, у которого все стороны между собой 

равны и все углы между собой равны.  

 
Например: равносторонний треугольник, квадрат, правильный пятиугольник. Площадь правильного 

многоугольника с числом сторон n и длиной стороны a равна  

2 ctg
4

n
S a

n
  


 

Однако, если Вы не вспомните эту формулу, то ничего страшного не случится. Разбейте многоугольник 

на равные равнобедренные треугольники с общей вершиной в центре описанной окружности.  

 
Количество таких треугольников будет равно количеству сторон многоугольника. Угол при вершине в 

центре описанной окружности будет равен 3600 делённому на количество сторон многоугольника, а бо-

ковые стороны каждого треугольника будут равны радиусу описанной окружности. Очевидно, что 

площадь правильного многоугольника будет равна сумме площадей равнобедренных треуголь-

ников.  
0

21 360
sin

2
S R n

n
     

https://educon.by/
http://www.100ballov.by/


 

Иванов А.А., Ливянт Е.Б., Волович В.В. www.100ballov.by 

Математика 13.2. Планиметрия – Многоугольники 

___________________________________________________________________________________________________________ 

16 

 

 
 

Кстати, зная радиус вписанной в правильный многоугольник окружности, можно найти площадь мно-

гоугольника. 

 
 

Можно было бы показать формулу, но как и предыдущую формулу, я её не помню, а легко вывожу. Вы 

ее тоже не запомните, но она очень легко выводится. Это можно сделать при решении конкретных за-

дач. Сейчас просто осознайте рисунок выше. 

 

Четырёхугольник – это многоугольник, содержащий четыре вершины и четыре стороны. Различают 

выпуклые и невыпуклые четырёхугольники. 

 
Сумма углов выпуклого четырёхугольника равна 3600. Площадь произвольного выпуклого четырёх-

угольника равна: 

1 2

1
sin

2
S d d      

 
 

Где: d1, d2 — диагонали и φ — угол между диагоналями. 
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