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2.1.01. Простейшие рациональные уравнения. 
 

ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА И ФОРМУЛЫ: 

1. Квадратное уравнение. 

Вспомним для начала, что дискриминант квадратного уравнения 
2 0ax bx c    рассчитывается по 

формуле: 
2 4D b ac  . 

Если дискриминант отрицателен, то квадратное уравнение не имеет корней, если он равен нулю, то 

квадратное уравнение имеет единственный корень: 

2

b
x

a
  . 

А если положителен, то у уравнения два корня, которые находятся по формулам: 

1,2
2

b D
x

a

 
 . 

Кстати, последняя формула работает и в том случае, когда дискриминант равен нулю. Оно и 

понятно, в последнюю формулу если подставить D = 0, то получится предпоследняя формула. 

 

2. Формулы сокращенного умножения. 
2 2 2( ) 2a b a ab b     
2 2 2( ) 2a b a ab b     

2 2 ( )( )a b a b a b     
3 3 2 2( )( )a b a b a ab b      
3 3 2 2( )( )a b a b a ab b      

3 3 2 2 3( ) 3 3a b a a b ab b      
3 3 2 2 3( ) 3 3a b a a b ab b      

Последние две формулы иногда удобнее использовать в следующем виде: 
3 3 3( ) 3 ( )a b a b ab a b      
3 3 3( ) 3 ( )a b a b ab a b      

 

3. Разложение многочлена на множители. 

Если 0x  – корень многочлена n -ой степени ( )nP x , то 0 1( ) ( ) ( )n nP x x x Q x   , где 1( )nQ x  – 

некоторый многочлен степени 1n . 

В частности: Разложение квадратного трехчлена на множители. 

Если 
2ax bx c   – квадратный трехчлен, то: 

2

1 2( )( )ax bx c a x x x x     , 

где 1x , 2x  – корни этого квадратного трехчлена. Если корней у трехчлена нет, то на множители он 

не раскладывается. Если у трехчлена один корень 0x , то есть его дискриминант равен 0, то: 

2 2

0( )ax bx c a x x    . 

 

4. Арифметические корни и их свойства. 

Пусть n  – натуральное число. Тогда арифметическим корнем n -ой степени из данного числа a  

называется число x , такое что nx a . Обозначается nx a . В случае, если 2n k  – четное, 

полагается, что 0a  , 0x  . При любом x  и любом натуральном n  справедливы равенства: 
2 1 2 1n nx x     
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2 2
, 0,

, 0.

n n
x x

x x
x x


  

 
 

Если m  – целое, n  – натуральное, то для любого 0a   справедливо: 

 
m

m
n m nna a a  . 

Для любых натуральных ,m n  и любых 0a   и  справедливы равенства: 

n n na b a b   ,    
n

n
n

a a

b b
  (при 0b  ),    m nn m n ma a a  ,    . 

Наконец, если 0 a b  , то: 
n na b . 

 

5. Степени и их свойства. 

Выражение xa  (степень числа a  с показателем x ) определено для любого 0a   и любого 

действительного x . Для любых действительных  и любых 0a  ,  справедливы 

равенства: 
0 1a  ,    1a a ,    1 1x  , 

x y x ya a a   , 
x

x y

y

a
a

a

  ,    
1x

x
a

a

  , 

( )x x xab a b  , 
x x

x

a a

b b

 
 

 
 (при 0b  ), 

   
y x

x y x ya a a   . 

Если  – действительные числа, и x y , то:  
x ya a  при 1a  . 

 

Если вы не умеете применять эти формулы – не стесняйтесь сказать об этом! Вам необходимо 

повторить некоторые дополнительные темы. 

 

1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Областью определения уравнения ( ) ( )f x g x  называется множество 

( ) ( )D f D g , где ( )D f  и ( )D g  – области определения функций ( )f x  и ( )g x . 

2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Число   называется корнем уравнения ( ) ( )f x g x , если при 

подстановке его вместо x  в уравнение получается верное числовое равенство ( ) ( )f g   . 

3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Функция вида 1

0 1 1( ) n n

n nP x a x a x a x a

     , где n  – натуральное, 

0 1, , , na a a  – некоторые действительные числа, называется целой рациональной 

функцией. 

4. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Уравнение вида ( ) 0P x  , где ( )P x  – целая рациональная функция, 

называется целым рациональным уравнением. 

5. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Уравнение вида 1 2

1 2

( )( ) ( )
0

( ) ( ) ( )

m

m

P xP x P x

Q x Q x Q x
    , где все ( )P x  и ( )Q x  – 

целые рациональные функции, называется рациональным уравнением или дробно-

рациональным уравнением. 

 

Решить уравнение – значит найти все его корни. Основной метод решения – путем алгебраических 

преобразований или замены переменных свести уравнение к равносильному, которое решается 

0b 

mn mn a a

,x y 0b 

,x y
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просто (например, к квадратному). Если свести уравнение к равносильному не получается, то могут 

возникать побочные корни. Сомневаетесь – проверяйте корни подстановкой. 

 

Для многих уравнений важно понятие области допустимых значений для корней, далее – ОДЗ. На 

данном этапе, основное условие которому должны отвечать корни, это чтобы при их 

подстановке в ИЗНАЧАЛЬНЫЙ вид уравнения знаменатели дробей НЕ обращались в ноль, 

т.к. на ноль делить нельзя. Таким образом, ОДЗ включает все возможные значения кроме тех 

которые обращают в ноль знаменатели дробей. Например: 

 

ОЧЕНЬ ВАЖНОЕ ЗАМЕЧАНИЕ (Запомнить его нужно очень крепко и навсегда): При 

решении уравнений (а в дальнейшем и неравенств) НЕЛЬЗЯ сокращать множители с переменной 

в левой и правой части уравнения (неравенства), нужно переносить все налево и выносить 

«сокращающийся» множитель за скобки, в дальнейшем нужно учесть корни, которые он дает, 

например: 

 

ПРИМЕР. Решить уравнение     21 5 7 1x x x x     . 

РЕШЕНИЕ. В соответствии с приведенным выше алгоритмом выполним решение: 

    

    
  

2

2

2

1 5 7 1 0

1 5 7 1 0

1 5 6 0

x x x x

x x x

x x x

     

    

   

 

В этом месте нужно напомнить важное рассуждение:  

Для того чтобы произведение двух или более скобок было равно нулю, достаточно чтобы 

любая из них по отдельности была равна нулю, а остальные существовали. Поэтому в таких 

случаях нужно по очереди приравнивать все скобки к нулю. В итоговый ответ нужно записать корни 

всех этих «веток» решения (если конечно эти корни входят в ОДЗ). Итак, в нашем случае: 

11 0 1.x x     

2

2; 3

5 1
5 6 0, 25 4 6 1, 2; 3.

2
x x D x


           

В этом уравнении ограничений на допустимые значения х, или на ОДЗ не накладывалось, таким 

образом в ответ запишем все три ответа. 

ОТВЕТ:   1 2 31, 2, 3.x x x    

 

ЗАМЕЧАНИЕ: Иногда некоторые из дробей в рациональном уравнении можно сократить. Это 

нужно обязательно попытаться сделать и не упустить ни одной такой возможности. Но при 

сокращении дроби Вы можете потерять ОДЗ, поэтому дроби нужно сокращать только после записи 

ОДЗ, или же в конце решения полученные корни подставлять в ПЕРВОНАЧАЛЬНОЕ уравнение 

для проверки существования знаменателей. 

 

Итак, для решения рационального уравнения необходимо: 

1. Разложить все знаменатели всех дробей на множители. 

2. Перенести все слагаемые влево, чтобы справа получился ноль. 

3. Записать ОДЗ. 

4. Сократить дроби, если это возможно. 

5. Привести к общему знаменателю. 

6. Упростить выражение в числителе. 

7. Приравнять числитель к нулю и решать полученное уравнение. 

8. Не забыть проверить корни на соответствие ОДЗ!!! 
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ТЕСТ 2.1.01. 
Решить уравнения: 

1. 
2 5x x   

2.   23 9 24 4 12x x x x       

3. 
2 3

1 1 8

2 2 4x x x x x
 

  
 

4. 
2 2

2 3 15

5 2 10 25x x x x
 

  
 

5. 
2

2 1 4
0

2 2 4

x

x x x
  

  
 

6. 

2 22

2 2

6 5

4 4

x x

x x

   
   

   
 

7. 
2 2 2

3 1 3

9 9 6 2 6x x x x x
 

   
 

8. 
3 2

3 5 1

1 4 4 4 2(1 )

x

x x x x
 

   
 

9. 
2

2 2

4 27 6
1

2 8 2 7 4 2 1

x

x x x x x
  

   
 

10. 
2 2 3 2

3 1 34
0

2 12 10 4 16 20 5 5

x x x

x x x x x x x

 
  

      
 

11. 
2 2

2 7 1 1

9 14 3 2 1

x

x x x x x


 

    
 

12. 1812
42

83





x

x

x
 

13. 
2222

)3x6x2()5x3x3(   

14. )3)(644(26)3913()82( 22  xxxx  

15.      352162835 2322  xxxxxxxx  

16. 
















 1

1

112 223

2

2 y

y

yyy

yy

yy

y
 

17. 
18

2

18

24

441

2

22

12
33

2

2 



















x

x

x

xx

xx

x

x

x
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ОТВЕТЫ: 

1 2 3 4 5 6 * 7 8 9 

0;  5 3;  4;  5 3  
4

3
  

1

2
  3 ;  3  9  1 ;  

7

2
  

1

3
  

10 ** 11 12 13 14 15 *** 16 17 

27

5
 0  20 1;  8 4 ; 3; 12 

5 ;  4 ; 

0;  5;  7 

Нет 

корней. 

1x   ; 

1

2
x   

* Не возводите эти дроби в квадрат. Перенесите вторую дробь налево и воспользуйтесь формулой 

разности квадратов:   2 2a b a b a b    , где в качестве a и b у Вас выступят эти самые дроби. 

Затем приравнивайте каждую скобку к нолю по отдельности. 

** В знаменателях первой и второй дробей нужно вынести двуйку и четверку соответсвенно, а 

оставшиеся в скобках квадратные трехчлены разложить по формуле: 

  2

1 2ax bx c a x x x x     . Для этого нужно будет отдельно найти корни обоих трехчленов. А 

в знаменателе третьей дроби необходимо выполнить следующее разложение с помощью 

группировки: 

              3 2 3 2 2 2 25 5 5 5 1 5 1 5 1 5 1 1x x x x x x x x x x x x x x                   

*** Не раскрывайте скобки в этом уравнении. Наоборот разложите квадратные трехчлены на 

множители; где это будет возможным вынесите что-нибудь за скобки; примените формулы 

сокращенного умножения. Одним словом максимально разложите выражения на множители. 

Затем перенесите все выражения налево и выносите то, что будет возможно за общие скобки. 

Затем приравнивайте каждую скобку к нолю по отдельности. 
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2.1.02. Рациональные уравнения. 

Группировка. 
 

В методе группировки самое главное – так перегруппировать члены уравнения, чтобы разложить 

его на множители. А далее все просто. 

 

ПРИМЕР. Решить уравнение 
3 2 4 4 0x x x    .  

РЕШЕНИЕ. Надо увидеть группировку: 

   3 2 4 1 0x x x    , 

   2 1 4 1 0x x x    , 

  21 4 0x x   . 

ОТВЕТ: 1x   ,  2x   ,  2x  . 

 

Наиболее часто задаваемые вопросы: 

1. – Как догадаться до того, что надо искать группировку? 

– Если Вы видите кубическое уравнение или уравнение более высокой степени, или если Вам 

встретилось квадратное уравнение с большими численными коэффициентами, или если 

уравнение просто не решается.  

2. – А как увидеть такую группировку? 

– Набить руку. Иначе никак. 

3. – А если я не увидел группировку? 

– Смотрите дальше. 

4. – А если… 

– А если у бабушки вырастет борода, то она станет дедушкой. 

 

 

ТЕСТ 2.1.02. 
Решить уравнения: 

1. 
3 23 5 5 3 0x x x     

2. 
3 2 81 81 0x x x     

3. 
4 32 2 0x x x     

4. 
4 324 16 3 2 0x x x     

5. 
3 25 15 27 0x x x     

6. 
2 2( 1) ( 2) ( 1) ( 2) 12x x x x       

7. 
3 24 5 0x x    

8. 
3 228 3 3 1 0x x x     

9. 
3 2126 3 3 1 0x x x     

10. 
4 3 213 12 0x x x x      

11. 
4 3

8 5 8
5 0

x x x
     

12. 
2

20 25
12 15 0x

x x
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13. 
2 3

2 5
40 16 0x

x x
     

14. 
3

2

40
3 5 24 0x x

x
     

15. 
4 2

2

27
25 9 75 0x x

x
     

 

ОТВЕТЫ: 

1 2 3 4 5 6 * 7 8 ** 9 *** 

1  9 ; 1; 9  2 ; 1 
2

3
 ; 

1

2
 3  1  

1; 

5 5

2

 
 

1

4
  

1

6
 

10 11 12 13 14 15 

1 ; 1; 3 ; 4  1; 
8

5
 

5

4
 

5

2
 ; 

1

2
 2  

3

5
 ; 

3

5
 

* Смело раскрывайте всё скобки и приводите все подобные слагаемые, группировка станет видна 

только после этого и всё получится само собой. 

** Группировка в этом примере выполняется на основе знания формул сокращенного умножения 

с кубами следующим образом: 

   

            

3 33 2 3 3 2

2 2 2

28 3 3 1 27 3 3 1 3 1

3 1 3 3 1 1 4 1 7 1

x x x x x x x x x

x x x x x x x x x

           

          
 

Далее элементарно решаем уравнение:   24 1 7 1 0x x x    , по очереди приравнивая каждую 

из скобок к нолю. 

P.S. Случайно можно было додуматься и до такой группировки: 

        

3 2 3 2 2

2 2

28 3 3 1 28 7 4 4 1

7 4 1 4 1 4 1 4 1 7 1

x x x x x х x x

x x x x x x x x

         

         
 

Конечный результат конечно тот же. Однако этот метод гораздо сложнее и не такой «красивый». 

*** Этот номер выполняется по той же схеме что и предыдущий, только на этот раз используем 

тот факт, что: 126 = 125 + 1, а также то, что: 125 = 53. 

  

https://educon.by/
http://www.100ballov.by/


 

Иванов А.А., Ливянт Е.Б., Волович В.В. www.100ballov.by 

Математика 2.1. Рациональные уравнения 

______________________________________________________________________________________________________ 

9 

 

2.1.03. Рациональные уравнения. 

Простые замены. 
 

ПРИМЕР. Решить уравнение   2 23 1 3 3 1 0x x x x      .  

РЕШЕНИЕ. Пусть 
2 3x x t  . Тогда 

2 3 3 3x x t    , а данное уравнение становится таким: 

( 1)( 3) 1 0t t    . Отсюда 
2( 2) 0t   , 2t   . Следовательно, исходное уравнение равносильно 

такому: 
2 3 2x x   . Имеем: 

2
1,

3 2 0,
2.

x
x x

x

 
   

 
 

ОТВЕТ: 2x   ,  1x   . 

 

 

ТЕСТ 2.1.03. 
Решить уравнения: 

1. 
4 22 1 0x x    

2. 
4 2( 3) 3( 3) 2 0x x      

3. 
2

2

21
4 6

4 10
x x

x x
  

 
 

4. 
1 3 5

2 2 2

x x

x x


  


 

5. 
4 2

2

2
1 0

(2 3) 2 3

x x

x x
  

 
 

6. 
2

2

3 6 8
2

3 6

x x x

x x x

 
  

 
 

7. 
2 2 2

1 2 6

2 2 2 3 2 4x x x x x x
 

     
 

8. 
2 2

2 2

2
1

1 2

x x x x

x x x x

  
 

   
 

9. 
2 2

24 15
2

2 8 2 3x x x x
 

   
 

10. 
2 2

2 2

2 1 2 2 7

2 2 2 3 6

x x x x

x x x x

   
 

   
 

11. 
2

2

2

2 7
4 2

2 3

x x
x x

x x

 
  

 
 

12.   2 21 2 12x x x x      

13. 
2

2

3
3

1
x x

x x
  

 
 

14. 
2

2

3 9 12
3

2 3

x x

x x


 


 

15. 
2

2

3 3
1

2 2 2 6

x x

x x

 
 

 
 

 

ОТВЕТЫ: 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

±
2

2
 

2 ; 4

; 

3 2   

1; 3  2 ; 
1

4
 1 ; 3  

3 ; 1 ; 

2 ; 6  
1  0 ; 1  

2 ; 0 ; 

2 66

2

 
 

10 11 12 13 14 15 

0 ; 2  1  2 ; 1 
2 ; 1

; 0 ; 1 

1 ; 1; 

2 ; 4  
3 ; 2

; 1; 2  

  

https://educon.by/
http://www.100ballov.by/


 

Иванов А.А., Ливянт Е.Б., Волович В.В. www.100ballov.by 

Математика 2.1. Рациональные уравнения 

______________________________________________________________________________________________________ 

10 

 

2.1.04. Рациональные уравнения. 

Обычные замены. 
 

ПРИМЕР. Решить уравнение  
2

2 26 2( 3) 81x x x    .  

РЕШЕНИЕ. Имеем:    
2

2 26 2 6 9 81x x x x     . Пусть 
2 6x x t  . Тогда данное уравнение 

становится таким: 
2 2( 9) 81t t   . Отсюда 

2 2 99 0t t   , 9t    или 11t  . Далее получаем 

совокупность, равносильную исходному уравнению: 
2

2

6 9,

6 11.

x x

x x

   


 

 

ОТВЕТ: 3x  ,  3 20x   ,  3 20x   . 

 

 

ТЕСТ 2.1.04. 
Решить уравнения: 

1.  
2

2 28 3 1 32 12 1x x x x      

2.  
2

2 21 3 3 1 0x x x x       

3. 
2

1 1 1

( 2) ( 1) 12x x x
 

 
 

4.  
2

2 22 ( 1) 55x x x     

5. 
6 8

1
( 1)( 2) ( 1)( 4)x x x x

 
   

 

6. 
2( 5 7)( 2)( 3) 2x x x x      

7. 
2( 5 )( 3)( 8) 108 0x x x x      

8. 
2( 4) ( 10)( 2) 243 0x x x      

9. 
16 20

1
( 6)( 1) ( 2)( 3)x x x x

 
   

 

 

ОТВЕТЫ: 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0; 
3

8
; 

3 73

16


 

0; 1 ; 

1 5

2

 
 

1; 3  2 ; 4  

0; 3 ; 

3 73

2

   
5 5

2


 

1 ; 6; 

5 97

2


 

1 ; 7 ; 

4 3 3   
2; 7  
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2.1.05. Рациональные уравнения. 

Попарное перемножение. 
 

ПРИМЕР. Решить уравнение ( 1) ( 1)( 2) 24x x x x    .  

РЕШЕНИЕ. Вопреки назойливому желанию, при решении уравнений такого типа не следует 

спешить раскрывать скобки. Надо найти наиболее выгодный способ группировки множителей. 

Обычно для этого надо перемножить скобки, в которых после переменной x  стоит наименьшая и 

наибольшая величина. В нашем случае, наименьшая величина – это 1 , а наибольшая 2 . Имеем: 

   ( 1)( 2) ( 1) 24x x x x     , 

   2 22 24x x x x     . 

Делаем замену 
2x x t  . Тогда ( 2) 24t t  , 

2 2 24 0t t   , 4t    или 6t  . Получаем 

2

2

4,

6.

x x

x x

   


 

 

ОТВЕТ: 3x   ,  2x  . 

 

 

ТЕСТ 2.1.05. 
Решить уравнения: 

1. ( 4)( 5)( 6)( 7) 1680x x x x      

2. ( 3)( 5)( 8) 100x x x x     

3. ( 4)( 2)( 8)( 14) 1204x x x x      

4. ( 3)( 1)( 5)( 7) 16x x x x       

5. ( 1)( 7)( 4)( 2) 40x x x x      

6. ( 1)( 5)( 6) 96 0x x x x      

7. (12 1)(6 1)(4 1)(3 1) 5x x x x      

8. (2 3)(2 1)( 1)( 2) 36x x x x      

 

ОТВЕТЫ: 

1 2 3 4 5 6 7 8 

1 ; 12  4 21   5 95   4 5   

2 ; 3 ; 

5 89

2


 

Нет 

решений. 

1

12
 ; 

1

2
 

5

2
 ; 2  
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2.1.06. Рациональные уравнения. 

Вынесение х. 
 

ПРИМЕР. Решить уравнение 
2 2 2(2 3 1)(2 5 1) 9x x x x x     . 

РЕШЕНИЕ. Непосредственной проверкой устанавливаем, что 0x   не является корнем данного 

уравнения. Тогда, вынеся из каждой скобки x , переходим к равносильному уравнению: 

21 1
2 3 2 5 9x x x x x

x x

   
       

   
. 

Опять-таки с учетом того, что 0x  , запишем равносильное уравнение: 

1 1
2 3 2 5 9x x

x x

  
      

  
. 

Делаем замену 
1

2x t
x

  . Отсюда ( 3)( 5) 9t t   , 4t   или 6t   . Далее, 

2

2

1
2 4,

2 4 1 0,

1 2 6 1 0.
2 6;

x
x xx

x x
x

x


     

 
     



 

ОТВЕТ: 
2 2

2
x


 ,  

2 2

2
x


 ,  

3 7

2
x

 
 ,  

3 7

2
x

 
 . 

 

 

ТЕСТ 2.1.06. 
Решить уравнения: 

1. 
2( 2)( 3)( 8)( 12) 4x x x x x      

2. 
24( 5)( 6)( 10)( 12) 3 0x x x x x       

3. 
2( 6)( 3)( 1)( 2) 12 0x x x x x       

4. 
2( 3)( 4)( 6)( 2) 10x x x x x      

5. 
2 2(2 1)( 2)(2 7 2) 20x x x x x       

6. 
2( 4)( 5)( 10)( 2) 18x x x x x      

 

ОТВЕТЫ: 

1 2 3 4 5 6 

6 ; 4 ; 

15 129

2

 
 

8 ; 
15

2
 ; 

35 265

4

 
 

2 ; 3 ; 

7 73

2

 
 

3 ; 4 ; 

3 21   
2 ; 

1

2
  

4 ; 5 ; 

5 3 5   
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2.1.07. Рациональные уравнения. 

Однородные. 
 

ВАЖНО ЗАПОМНИТЬ: Однородные уравнения имеют вид: 

 

где А, В и С – числа, не равные нулю, а f(x) и g(x) – некоторые функции с переменной х. Их решают 

так: разделим все уравнение на  и получим: 

. 

Производим замену переменных: , и решаем квадратное уравнение: 

. 

 

ПРИМЕР. Решить уравнение 
2 2 2 2( 2 2) 3 ( 2 2) 10x x x x x x      .  

РЕШЕНИЕ. Разделим левую и правую части на 
2x . Получим уравнение, равносильное исходному: 

2 2 2

2

( 2 2) 3( 2 2)
10

x x x x

x x

   
  . 

Пусть 
2 2 2x x

t
x

 
 . Тогда 

2 3 10 0t t   , 2t   или 5t   . Имеем: 

2

2

2 2

2 2
2,

4 2 0,

2 2 3 2 0.
5;

x x

x xx

x x x x

x

  
    

 
      



 

ОТВЕТ: 1x   ,  2x   ,  2 2x   ,  2 2x   . 

 

 

ТЕСТ 2.1.07. 
Решить уравнения: 

1. 
2 2 2 32( 1) 7( 1) 13( 1)x x x x       

2. 
4 2 25 ( 1) 6( 1)x x x x     

3. 

2 2 2

2

2 2 4
20 5 48 0

1 1 1

x x x

x x x

     
     

     
 

4. 
2 4 2 2 2 4( 1) 5 ( 1) 4 0x x x x x x        

5. 
2 2 2 2( 3 1) 3( 1)( 3 1) 4( 1)x x x x x x         

6. 
2 2(2 1) (2 1)( 2) 2( 2) 0x x x x        

7. 
2 4 2 2 2 4( ) 5( ) 6 0x x x x x x      

8. 
2 2 2 2 4(3 7 2) 5 (3 7 2) 24 0x x x x x x        

  

2 2A ( ) B ( ) ( ) C ( ) 0f x f x g x g x      

2 ( )g x
2

( ) ( )
A B C 0

( ) ( )

f x f x

g x g x

 
     
 

( )

( )

f x
t

g x


2A B C 0t t    
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ОТВЕТЫ: 

1 * 2 3 4 5 6 7 8 

1 ; 
1

2
 ; 

2 ; 4  

1 5

2


; 

3 3   

3 ; 
2

3
 

1; 

3 5

2


 

2 2 ; 

1 13

2

 
 

3 ; 
3

4
  

0 

1 3 ; 

1 2  

2

7
; 

7 137

22

 
 

* В этом примире не нужно раскрывать квадрат во втором слагаемом, хотя и очень хочется. Нужно 

только лишь справа применить формулу для разности кубов, после чего станет очевидным, что 

это уравнение действительно однородное и его дальнейшее решение легко выполнится: 
2 2 2 3

2 2 2 2

2( 1) 7( 1) 13( 1)

2( 1) 7( 1) 13( 1)( 1)

x x x x

x x x x x x

     

       
 

Разделим на 2( 1)x  , получим: 
2 2 2

2

2
2

( 1) ( 1)
2 7 13

( 1) ( 1)

1
2 7 13

1

x x x x

x x

x x
t t t

x
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2.1.08. Рациональные уравнения. 

Сложные замены I. 
 

ПРИМЕР. Решить уравнение 
2 2

2 3 5

4 2 2 4

x x

x x x x
  

   
.  

РЕШЕНИЕ. Поскольку 0x   не является корнем данного уравнения, то, разделив числитель и 

знаменатель каждой дроби, стоящей в левой части, на x , получим уравнение, равносильное 

исходному: 

2 3 5

2 2 4
4 1x x

x x

  

   

. 

Замена 
2

x t
x

  . Тогда 
2 3 5

0
4 1 4t t
  

 
. Приводим к общему знаменателю и решаем: 

2 4,12
0,

3.4( 4)( 1)

tt t

tt t

  
 

  
 

Имеем: 

2

2

2
4,

4 2 0,

2 3 2 0.
3;

x
x xx

x x
x

x


      

 
    



 

ОТВЕТ: 1x  ,  2x  ,  2 2x    ,  2 2x    . 

 

 

 

ТЕСТ 2.1.08. 
Решить уравнения: 

1. 
2 2

4 3
1

4 8 7 4 10 7

x x

x x x x
 

   
 

2. 
2 2

3 2 8

1 4 1 3

x x

x x x x
 

   
 

3. 
2

2 2

10 15 4

6 15 12 15

x x x

x x x x

 


   
 

4. 
2 2

2 7
1

3 2 3 5 2

x x

x x x x
 

   
 

5. 
2 2

2 3 7

2 5 2 5 8

x x

x x x x
 

   
 

6. 
2 2

1

3 2 5 2 24

x x

x x x x
 

   
 

7. 
2

2

3 1 2 7

2 1 2

x x x

x x x

 
 

 
 

8. 
2 2

2 2

5 4 4 13
0

7 4 4 3

x x x x

x x x x
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9. 
2 2

2

6 9 4 9

6 9

x x x x

x x x

   


 
 

10. 
2 2

2 2

2 2 2 3 2

3 3 1

x x x x

x x x x

   


   
 

 

ОТВЕТЫ: 

1 2 3 4 5 

1

2
; 

7

2
 

5 21

2


 

3 ; 5 ; 

9 66  

11 97

6

 
 1 ; 5  

6 7 8 9 10 

1; 2 ; 

11 113

2

 
 

1

2
; 2 ; 

3 2 2  

1 ; 4  

1 ; 9 ; 

5 61

2


 

1 
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2.1.09.П. Рациональные уравнения. 

Сложные замены II. 
 

Одним из важнейших приемов при решении рациональных уравнений является замена суммы 

квадратов на квадрат разности или суммы по одной из формул 
2 2 2( ) 2a b a b ab    , 
2 2 2( ) 2a b a b ab    . 

Выбирайте ту формулу, которая больше подходит к данной задаче. Чаще всего приходится 

применять замену: 
2

2

2

1 1
2x x

x x

 
    

 
, 

2

2

2

1 1
2x x

x x

 
    

 
. 

 

ПРИМЕР. Провести замену переменных, сводящую уравнение 
2

2

1 1
28x x

x x
     к квадратному 

уравнению.  

РЕШЕНИЕ. Перегруппируем слагаемые 2

2

1 1
28x x

x x

   
      

   
. Применим формулу 

2

2

2

1 1
2x x

x x

 
    

 
. Тогда 

2
1 1

2 28x x
x x

   
       

   
. Далее замена переменных очевидна: 

1
x t

x
  . Получаем 

2 2 28t t    или 
2 30 0t t   . 

ОТВЕТ: 
1

x t
x

  . 

 

 

ТЕСТ 2.1.09. 
Решить уравнения: 

1. 
2

2

1 1
4x x

x x
     

2. 2

2

1 1
7 2 9x x

x x

   
      

   
 

3. 
2

2

12 4
4 12 47x x

x x
     

4. 
4 3 26 35 62 35 6 0x x x x      

5. 
2

2 2

( 1) 2

( 1) 9

x x

x x




 
 

6. 
2 2

2

( 1) 625

( 1) 112

x

x x





 

7. 
2

2

2 2 4
2

3 18 3

x x

x x
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8. 2

2

36 112 3

5 2

x
x

x x

 
   

 
 

9. 2

2

1 1
12 10 2 11 0

3 3
x x

x x

 
     

 
 

10. 3

3

1 1
5x x

x x

   
     

   
 

11. 3 2

3 2

1 1 1
6x x x

x x x

     
          

     
 

12. 
4 3 22 18 6 9 0x x x x      

13. 
4 3 24 8 3 8 4 0x x x x      

14. 
2

2

5 3
3 5 16x x

x x
     

15. 
4 3 22 13 2 1 0x x x x      

 

ОТВЕТЫ: 

1 2 3 4 5 * * Поясним решение пятого номера 

(шестой номер решается абсолютно 

аналогично, только числитель и 

знаменатель меняются местами). В 

числителе возведем скобку в 

квадрат и вынесем х за скобки, в 

знаменателе сразу вынесем х за 

скобки (на забудем, что вынесенный 

х тоже в квадрате): 

 

 

 

2

2
2

2

2

2

2

2

2

2

1 2

91

2 1 2

91
1

1
2

2

91
1

1
1

1 2

9

x x

x x

x x x

x x
x

x x
x

x x
x

t x
x

t

t




 

 


 
  

 

 
  

  
 

  
 

  




 

1; 
3 5

2

 
 

1

2
; 2  

1

2
; 2 ; 

11 105

4

 
 

1

2
; 2 ; 

1

3
; 

3  

1

2
; 2 ; 

2 3  

6 * 7 8 9 10 

1

7
; 7  3 15   

5 31 ; 

3 159

5


 

1 ; 
1

6
  

1 2 ; 

1 2   

11 12 13 14 15 

1 
3 ; 1 ; 

3 6  

1

2
; 2  

1; 

11 85

6

 
 

5 21

2


 

3 5

2
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2.1.10.П. Рациональные уравнения типа: 

(х + а)4 + (х + b)4 = С. 
 

Для решения данных уравнений следует применять замену: 
2

a b
x t


  . 

 

ПРИМЕР. Решить уравнение 
4 4( 1) ( 5) 32x x    .  

РЕШЕНИЕ. Пусть: 

1 5
3

2
x t t


    . 

Тогда 1 2x t   , а 5 2x t   , и исходное уравнение станет таким: 

4 4( 2) ( 2) 32t t     

После возведения в степень и приведения подобных слагаемых получим уравнение: 
4 224 0t t  . 

Отсюда получаем ответ: 

0t  , а 3x   . 

ОТВЕТ: 3x   . 

 

 

ТЕСТ 2.1.10. 
Решить уравнения: 

1. 
4 4( 3) ( 1) 20x x     

2. 
4 4( 2) ( 3) 1x x     

3. 
4 4( 5) ( 3) 2x x     

4. 
4 4( 6) ( 4) 82x x     

5. 
4 4( 3) ( 1) 256x x     

6. 
4 4( 2) ( 1) 17x x     

7. 
4 4( 1) 97x x    

8. 
5 5(6 ) 1056x x    

9. 
6 6( 2) ( 4) 64x x     

10. 
5 5( 1) ( 3) 242( 1)x x x      

11. 
4 4 4( 3) ( 2) (2 5) 0x x x       

 

ОТВЕТЫ: 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

2 3 2 3    2 ; 3  4  7 ; 3  1 ; 3  0 ; 1  2 ; 3  2 ; 4  2 ; 4  

10 11 

2 ; 1 ; 0  2 ; 3  
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2.1.11.П. Рациональные уравнения. 

Сложные замены III. 
 

ПРИМЕР. Решить уравнение 
2

2

2

81
40

( 9)

x
x

x
 


.  

РЕШЕНИЕ. Выделим квадрат разности в левой части уравнения: 
2 22 2

2 2

2

81 9 9 9 9 18
2 2

( 9) 9 9 9 9 9

x x x x x x
x x x x x

x x x x x x

   
              

        
. 

Тогда исходное уравнение перепишется в виде: 
2 29 18

40
9 9

x x
x

x x

 
   

  
, 

2
2 218

40
9 9

x x

x x

 
  

  
. 

Пусть 
2

9

x
t

x



. Тогда 

2 18 40 0t t   , 20t    или 2t  . Отсюда: 

2

2

2 2

20,
20 180 0,9

2 18 0.
2;

9

x

x xx

x x x

x


     

 
    

 

ОТВЕТ: 1 19x   ,  1 19x   . 

 

 

ТЕСТ 2.1.11. 
Решить уравнения: 

1. 

2

2 8
1

x
x

x

 
  

 
 

2. 

2

2 3
1

x
x

x

 
  

 
 

3. 

2

2 2
2 1

x
x

x

 
  

 
 

4. 

2 2

90
1 1

x x

x x

   
    

    
 

5. 

2 2
1 1 40

2 9

x x

x x

    
    

   
 

6. 
2

2

2

25 74

(5 2 ) 49

x
x

x
 


 

7. 
2

2

2

4
5

( 2)

x
x

x
 


 

8. 
2

2

2

9
7

( 3)

x
x

x
 


 

 

ОТВЕТЫ: 

1 2 3 4 5 6 7 8 

2 ; 

1 3   

1 5

2


 

1; 

1 3

2

 
 

5

2
 ; 

3 11

11
  

1 ; 3 ; 

11 55

11


 

1; 
5

7
  1 ; 2  

1 13

2
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2.1.12.П. Рациональные уравнения. 

Почленное деление. 
 

ПРИМЕР. Решить уравнение: 
1 2 3 4

4
1 2 3 4

x x x x

x x x x

   
   

   
.  

РЕШЕНИЕ. Имеем: 

1 2 3 4
4

1 2 3 4

x x x x

x x x x

   
   

   
, 

1 2 2 4 3 6 4 8
4

1 2 3 4

x x x x

x x x x

       
   

   
, 

2 4 6 8
1 1 1 1 4

1 2 3 4x x x x
       

   
,     

1 2 3 4
0

1 2 3 4x x x x
   

   
, 

5 8 5 12
0

( 1)( 4) ( 2)( 3)

x x

x x x x

 
 

   
,     

25 5 16
0

( 1)( 4)( 2)( 3)

x x

x x x x

 


   
. 

ОТВЕТ: 
5 345

10
x

 
 ,  

5 345

10
x

 
 . 

 

 

ТЕСТ 2.1.12. 
Решить уравнения: 

1. 
2 1 3 1 7

4
1 2 1

x x x

x x x

  
  

  
 

2. 
4 4 8 8 8

1 1 2 2 3

x x x x

x x x x

   
   

   
 

3. 
2 24 4 2 6 1 2 9

4 2 1 3

x x x x x x

x x x x

     
  

   
 

4. 
1 2 4 5

2 3 5 6

x x x x

x x x x

   
  

   
 

5. 
1 2 3 4

1 2 3 4

x x x x

x x x x

   
  

   
 

6. 
2 2 2 22 2 8 20 4 6 6 12

1 4 2 3

x x x x x x x x

x x x x

       
  

   
 

7. 
24 5 5 6 17 7 8 55

31 370 29
1 4 2 3

x x x x

x x x x

      
      

      
 

8. 
8 3 3 2 15 31 2

112 19 17
3 7 4 6

x x x x

x x x x

      
      

      
 

ОТВЕТЫ: 

1 2 3 4 5 6 7 8 

5 ; 
5

4
  4 ; 

1

2
  

0 ; 

5 3

2

 
 

4 ; 
1

2
  0 ; 

5

2
  0 ; 

5

2
  

5

2
  5  
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