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13.01. Элементарная геометрия. 
 

Теорема косинусов: 

a2 = b2 + c2 – 2 bc cos α 

 

 
Теорема синусов: 

2
sin sin sin

a b c
R

  
    

где R – радиус описанной около данного треугольника окружности. Теорема Герона: площадь 

треугольника можно найти по формуле: 

))()(( cpbpappS  , 

где р - полупериметр треугольника. Площадь треугольника равна также половине произведения сторон 

на синус угла между ними: 

1
S c b sin

2
      

Площадь треугольника равна половине произведению стороны на высоту, проведённую к этой стороне: 

1

2
   aS a h  

 
Площадь прямоугольного треугольника равна половине произведения катетов: 

baS 
2

1
 

 
В прямоугольном треугольнике синусом острого угла α, называется отношение противолежащего 

катета к гипотенузе: 

c

a
sin  , 

косинусом острого угла α, называется отношение прилежащего катета к гипотенузе: 

c

b
cos   

(чтобы запомнить эти определения, можно использовать правила «О-И» и «И-О»: если кОсинус, то 

катет прИлежащий, а если сИнус – то прОтиволежащий). 
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Тангенсом острого угла α, называется отношение противолежащего катета к прилежащему катету: 

b

a
tg  , 

котангенсом острого угла α, называется отношение прилежащего катета к противолежащему катету: 

a

b
ctg  . 

Мы помним также теорему Пифагора: в прямоугольном треугольнике сумма квадратов катетов равна 

квадрату гипотенузы: 
222 cba  . 

Пользуясь этой теоремой, мы можем по величине двух сторон в прямоугольном треугольнике узнать 

третью. А зная три стороны – значение тригонометрических функций острых углов. Обязательно надо 

запомнить значения тригонометрических функций для углов 300, 450, 600. Запишем значения 

тригонометрических функций для уже известных нам углов от 00 до 900, а также их приблизительные 

значения. 

 
Для углов от 900 до 1800 косинус угла отрицателен, синус угла положителен, тангенс и котангенс 

отрицательны ( cos 0; sin 0; tg 0; ctg 0        ). 

Для тригонометрических функций тупого угла от 900 до 1800 используют формулы: 

     cos180cos,sin180sin oo , 

     ctg180ctg,tg180tg oo , 

     sin90cos,cos90sin oo , 

     tg90ctg,ctg90tg oo . 

Примеры: 

 o o o osin120 sin 180 60 sin60   ,       o o o ocos135 cos 180 45 cos45    , 

o o o otg150 tg30 , ctg150 ctg30    .      o o o osin135 sin 90 45 cos45   . 

 o o 0 otg120 tg 90 30 ctg30    . 

Перечислим шесть основных тригонометрических формул: 

1cossin 22         





cos

sin
tg         






sin

cos
ctg  

tg ctg 1            



2

2

cos

1
1tg        




2

2

sin

1
ctg1  
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13.02. Смежные и вертикальные углы. 
 

Два угла AOС и BOC называются смежными, если одна сторона у них общая, а две другие стороны 

составляют продолжение одна другой. Смежные углы в сумме равны 180о. Прямая ОК, делящая угол 

АОС пополам, называется биссектрисой этого угла. 

 
Два угла AOB и COD называются вертикальными, если стороны одного угла являются продолжением 

сторон другого угла. Вертикальные углы равны. 

 
На рисунке изображены две пары вертикальных углов: AOB и COD, а также BOC и DOA. 

Сумма углов треугольника равна 180о. 
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13.03. Свойства медиан треугольника. 
 

Медиана делит треугольник на два треугольника одинаковой площади: SABM = SCBM, т.к. у 

треугольников равные основания и общая высота. Поясним это: вспомним, что площадь треугольника 

можно найти по формуле: 

1

2
  aS a h  

             
 

У треугольников АВМ и СВМ равные основания АМ и СМ. Высота ВN в треугольнике АВМ является 

также высотой для треугольника СВМ. Т.к. основания и высоты треугольников равны, то и площади 

треугольников равны. 

Медианы делят треугольник на шесть треугольников одинаковой площади т.к. у каждой пары 

треугольников равные основания и общая высота. 

 
 

В точке пересечения медианы делятся в отношении 2:1, считая от вершин. 
 

         
 

ВМ=2МВ1          АМ=2МА1           СМ=2МС1 
 

При решении задач это свойство показывать на чертеже лучше с помощью переменных. Другими 

словами, точка пересечения медиан делит медиану на два отрезка – меньший отрезок равен 1/3 длины 

медианы, а больший отрезок равен 2/3 длины медианы. Для решения задач будем использовать теорему 

косинусов: 

a2 = b2 + c2 – 2 bc cos α 
 

 
Если в треугольнике со сторонами a, b, и c проведена медиана mc к стороне c, то ее длину можно найти 

по формуле медианы: 
2 2 22 2

4
c

a b c
m

 
  
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13.04. Свойства биссектрис треугольника. 
 

Биссектриса треугольника делит угол пополам. У биссектрисы угла в треугольнике есть ещё одно 

важное свойство. Сторона, к которой проведена биссектриса угла, делится на отрезки, 

пропорциональные прилежащим сторонам угла: 

NC

AN

CB

AB
  

 
Докажем это свойство. Пусть h - общая высота треугольников ABN и СBN. 

Площадь треугольника ABN равна hAN
2

1
sinBNAB

2

1
S1  , откуда: 




sinBN

h

AN

AB
. 

Площадь треугольника СBN равна hNC
2

1
sinBNCB

2

1
S2  , откуда: 




sinBN

h

NC

CB
. 

Тогда: 
NC

CB

AN

AB
 . Откуда: 

NC

AN

CB

AB
 . 

Так же относятся и площадь треугольников, на которые биссектриса разбивает изначальный 

треугольник: 

ABN

CBN

S AB AN

S CB NC
   

Биссектрису можно найти по формуле биссектрисы: 

BN AB BC AN NC     

ВАЖНОЕ ЗАМЕЧАНИЕ: Центр вписанной в треугольник окружности лежит на пересечении 

биссектрис. 
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13.05. Высоты. 
 

Высоты треугольника пересекаются в одной точке. Если треугольник остроугольный, то точка 

пересечения высот находится внутри треугольника. 
 

 
 

В прямоугольном треугольнике высоты пересекаются в вершине прямого угла. 
 

 
 

Если треугольник тупоугольный, то точка пересечения высот находится за пределами треугольника. 
 

 
 

ВАЖНОЕ ЗАМЕЧАНИЕ. Если по условию задачи неизвестно, является ли треугольник 

остроугольным или тупоугольным, то предполагают, что треугольник остроугольный. Если при 

решении получится бессмысленный ответ (отрицательная длина стороны; отрезок меньшей длины 

оказывается больше отрезка большей длины и т.п.), то надо переделать чертёж и перерешать задачу, 

считая треугольник тупоугольным. 

 

ВАЖНОЕ СВОЙСТВО: отношение высот обратно 

пропорционально отношению сторон треугольника, к которым 

они проведены. Это свойство следствие равенства площади 

треугольника, рассчитанной по разным формулам: 

1 1
.

2 2

b
a b

a

ha
S a h b h

b h
       
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13.06.П. Теорема Фалеса. 
 

Если на прямой a отложить последовательно несколько равных отрезков (например, отрезки А1А2 и 

А2А3) и через их концы провести параллельные прямые c, d, e, пересекающие прямую b, то они отсекут 

на второй прямой равные между собой отрезки B1B2 и B2B3. 
 

 
 

Равные отрезки могут начинаться от вершины угла. Также существует обобщённая теорема Фалеса: 

Параллельные прямые отсекают на секущих пропорциональные отрезки: 

2 31 1 2 1 4

1 1 2 2 3 1 4

...
A ACA A A A A

CB B B B B B B
     
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13.07. Подобие. 
 

Подобие плоских фигур. Если изменить (увеличить или уменьшить) все размеры плоской фигуры в 

одно и то же число раз (коэффициент подобия), то старая и новая фигуры называются подобными. 

Например, картина и её фотография – это подобные фигуры. В двух подобных фигурах любые 

соответственные углы равны, то есть, если точки A, B, C, D одной фигуры соответствуют точкам a, b, c, 

d  другой фигуры, то ABC = abc, BCD = bcd и т.д. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Два многоугольника (ABCDEF  и  abcdef) подобны, если их углы равны: 
 

A = a, B = b, …, F = f , 

А стороны пропорциональны: 

 

 
Для подобия многоугольников недостаточно только пропорциональности сторон. Должны быть 

обязательно равны соответствующие углы! Например, квадрат ABCD и ромб abcd имеют 

пропорциональные стороны: каждая сторона квадрата вдвое больше, чем у ромба, однако их углы не 

равны, и эти фигуры не подобны. 

 
Подобные треугольники — треугольники, у которых углы соответственно равны, а стороны одного 

пропорциональны сходственным сторонам другого. 

 

Признаки подобия треугольников. 

1) По двум углам. Если два угла одного треугольника соответственно равны двум углам другого, то 

треугольники подобны: 

∠A=∠A1, ∠B=∠B1. 

 
 

2) По двум сторонам и углу между ними. Если две стороны одного треугольника пропорциональны 

двум сторонам другого и углы между этими сторонами равны, то треугольники подобны: 
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∠A=∠A1,  
1 1 1 1

AB AC
...

A B A C
   

 
 

3) По трём сторонам. Если три стороны одного треугольника пропорциональны трем сходственным 

сторонам другого, то треугольники подобны: 

1 1 1 1 1 1

AB AC BC

A B A C B C
  . 

 
 

В подобных треугольниках соответствующие линии (высоты, медианы, биссектрисы и т. п.) 

пропорциональны.  Пусть треугольники АВС и А1В1С1 подобны. Пусть АМ и А1М1 - медианы этих 

треугольников. Тогда: 
1 1 1 1

AM AC
...

A M A C
     

 
 

Сходственные стороны подобных треугольников — стороны, лежащие напротив равных углов.  

Например, в треугольниках АВС и ТNК сходственными сторонами являются АВ и ТN, т.к. эти стороны 

лежат напротив одинакового угла, ВС и NК, АС и ТК. 
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Коэффициент подобия — число k, равное отношению сходственных сторон подобных треугольников. 

Если два треугольника подобны с коэффициентом подобия k, то стороны их находятся в отношении k, 

т.е. 
1 1 1 1 1 1

AB AC BC
k

A B A C B C
   , для подобных треугольников АВС и А1В1С1. 

Отношение периметров подобных треугольников равно коэффициенту подобия: 

1 1 1 1 1 1 1

AB AC BC P
k

A B A C B C P

 
 

 
. 

 

Отношение длин биссектрис, медиан, высот и серединных перпендикуляров равно коэффициенту 

подобия k. Отношение площадей подобных треугольников равно квадрату коэффициента подобия:  

2

1

S
k

S
 . 

Кстати, это утверждение справедливо для любых подобных фигур, т.е. площади подобных фигур 

пропорциональны квадратам их сходственных линий (например, сторон).  

https://educon.by/
http://www.100ballov.by/


 

Иванов А.А., Ливянт Е.Б., Волович В.В. www.100ballov.by 

Математика 13.1. Планиметрия – Треугольники 

___________________________________________________________________________________________________________ 

12 

 

13.08. Прямоугольный треугольник. 
 

Площадь прямоугольного треугольника равна половине произведения катетов:  

baS 
2

1
 

 
 

В прямоугольном треугольнике синусом острого угла α, называется отношение противолежащего 

катета к гипотенузе: 

c

a
sin   

Косинусом острого угла α, называется отношение прилежащего катета к гипотенузе: 

c

b
cos   

(чтобы запомнить эти определения, можно использовать правила «О-И» и «И-О»: если кОсинус, то 

катет прИлежащий, а если сИнус – то прОтиволежащий). 

Тангенсом острого угла α, называется отношение противолежащего катета к прилежащему катету: 

b

a
tg   

Котангенсом острого угла α, называется отношение прилежащего катета к противолежащему катету: 

a

b
ctg   

Мы помним также теорему Пифагора: в прямоугольном треугольнике сумма квадратов катетов равна 

квадрату гипотенузы: 
222 cba  . 

Пользуясь этой теоремой, мы можем по величине двух сторон в прямоугольном треугольнике узнать 

третью. А зная три стороны – значение тригонометрических функций острых углов. Обязательно надо 

запомнить значения тригонометрических функций для углов 300, 450, 600. Запишем значения 

тригонометрических функций для уже известных нам углов от 00 до 900 , а также их приблизительные 

значения. 
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Перечислим также шесть основных тригонометрических формул: 

1cossin 22  ,   





cos

sin
tg ,   






sin

cos
ctg , 

tg ctg 1    ,   



2

2

cos

1
1tg ,   




2

2

sin

1
ctg1  

Высота h, проведенная из вершины угла в прямоугольном треугольнике делит гипотенузу на два 

отрезка ca  и cb , которые называются проекциями катетов на гипотенузу. Справедливы следующие 

соотношения: 
2  c ch a b ,   2   cb c b ,   2   ca c a . 

 

                     
 

Медиана, проведённая к гипотенузе, равна половине гипотенузы. Доказать это утверждение очень 

просто. Постройте прямоугольник, проведите в нём диагонали, пару минут подумайте. 

https://educon.by/
http://www.100ballov.by/

