
 

Иванов А.А., Ливянт Е.Б., Волович В.В. www.100ballov.by  

Математика 10.5.П. Тригонометрия – Продвинутый уровень 

______________________________________________________________________________________________________________ 

1 

 

10.5.П. Тригонометрия – Продвинутый уровень. 
 

Оглавление 
10.35.П. Сложные тригонометрические преобразования. ..................................................................................... 2 
10.36.П. Обратные тригонометрические функции. Сложные. .............................................................................. 6 

10.37.П. Уравнения, сводящиеся к однородным уравнениям. .............................................................................. 8 
10.38.П. Решение сложных уравнений. ................................................................................................................. 10 
10.39.П. Метод оценки. ........................................................................................................................................... 14 
10.40.П. Тригонометрия Продвинутый уровень. Итоговые тесты. .................................................................... 19 
 

https://educon.by/
http://www.100ballov.by/


 

Иванов А.А., Ливянт Е.Б., Волович В.В. www.100ballov.by  

Математика 10.5.П. Тригонометрия – Продвинутый уровень 

______________________________________________________________________________________________________________ 

2 

 

10.35.П. Сложные тригонометрические преобразования. 
 

Советы: 
1. Не пытайтесь придумать схему решения примера от начала до конца. 

2. Не пытайтесь преобразовывать сразу весь пример. Продвигайтесь вперёд маленькими шагами. 

3. Верьте, что всё будет хорошо. 

 

ПРИМЕР: Вычислить: 

5

2
sin

5

2
cos

5

2
cos1

5
cos

5
sin

224

22















. 

РЕШЕНИЕ: Преобразуем знаменатель дроби: 

4 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2
1 cos cos sin 1 cos 1 cos cos sin

5 5 5 5 5 5 5

2 2 2 2 2
sin 1 cos cos sin sin

5 5 5 5 5

      

    

   
            

   

 
      

 

 

Обратите внимание на преобразование: 

   2sin
4

1
cossin2

4

1
cossin4

4

1
cossin 222222

 

Поскольку числитель дроби равен 
5

2
sin

4

1

5
cos

5
sin 222 







, вся дробь равна 0,25. 

ОТВЕТ: 0,25. 

 

ВАЖНО: Запомнить, что: 

4

15
18sin 0 

 . 

Теперь Вы сможете находить значения тригонометрических функций углов 180, 360, 540, 720, 90 и т.п. Если 

Вы забудете значение sin180, то попробуйте вспомнить доказательство этого утверждения. Очевидно, что 

sin 540 = cos 360. Пусть  =180. Тогда, sin 3 = cos 2. Учтём, что  3sin4sin33sin , а 

 2sin212cos . Получаем, что  23 sin21sin4sin3 . Значит, 

01sin3sin2sin4 23  . Произведём замену переменных: tsin  и решим уравнение 

01t3t2t4 23  . Очевидно, что один из корней равен 1. Но sin180 не может быть равен 1. Произве-

дём деление многочлена 1t3t2t4 23   на 1t   и получим 1t2t4 2  . Одним из корней этого 

уравнения будет 
4

15
t


 , а второй корень отрицателен, что не подходит для синуса угла первой четвер-

ти, где синус принимает только положительные значения. 

 

ПРИМЕР: Найти число целых точек, лежащих в области значений функции: x2cos7x2sin295y  . 

РЕШЕНИЕ: Надо знать, что: 
2222 baxsinbxcosaba  . 

Для данного примера  729x2cos7x2sin29729  . 

Тогда, 6x2cos7x2sin296  . 

Получаем, что максимальное значение выражения равно 11, а минимальное значение выражения равно: -1. 

Поэтому число целых точек, лежащих в области значений функции равно 13.  

ОТВЕТ: 13. 
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ТЕСТ 10.35.01. 
 

1. Определите, чему равен результат упрощения дроби 
2xctgxtg

6xctgxtg
D

22

22




   

1) -tg 2x  2) sin 4x  3) cos 4x  4) ctg 2x 

 

2. Количество целых значений а, при которых уравнение 3 sin 7x + 4 cos 7x = a имеет решение, равно… 

1) 5.   2) 7.    3) 10.   4) 11.  

 

3. Найти наибольшее М и наименьшее m значения выражения  66 cossin . В ответ записать М+4m. 

1) 1.   2) 2 .   3) 3 .   4) 2.  

 

4. Найдите значение разности cos36- sin162: 

1) 0,5   2) 1/5   3) -1   4) 0,25 

 

5. Упростите: x4sin2x2sinx2cosx2sin6x2cos 24224  . 

1)  1.   2) x4cos2 .  3) x2sin2 2
.  4) x2cos2

. 

 

6. Вычислите: 
o

oo

20sin

20cos40cos2 
. 

1) 1.   2) 2 .   3) 3 .   4) 
3

3
.  

 

7. Вычислите: 8
cos

1

sin

1

ctg

1

tg

1
если,2sin

2222

2 











 . 

1) 0,6.   2) 0,8.   3) 1.   4) 2. 

 

8. Вычислите: 
ooo

ooo

110sin50sin20sin

35sin65sin80sin96




. 

1) 1.   2) 6.   3) 12.   4) 24. 

 

9. Вычислите: 
oo

oooo

68sin368cos

78cos40sin12cos50sin




. 

1) -1.   2) -0,5.   3) 0,5.   4) 1. 

 

10. Решите выражение: 3ctgtgприctgtg 33  . 

1) 14.   2) 13.   3) 18.    4) 16. 

 

11. Определить знак числа )10sin(  . 

1) 0)10sin(    2) 0)10sin(   3) 0)10sin(   4) не существует 

 

12. Найти множество значений функции y = 3 – 2sin x. 

1) E(y) = [1; 5]   2) E(y) =  [-1; 1]  3) ]2;2[  E(y)   4) E(y) =  [1; 11]  

 

13. Найдите наибольшее и наименьшее значение функции Rx,xcos6xsin9y 2   

1) Max y =10, min y = -6.       2) Max y =15, min y = -3. 

3) Max y =15, min y = -6.      4) Max y =10, min y = -3. 
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14. Вычислите: o2o2o2o2 80sin60sin40sin20sin128  . 

1) 4,5.    2) 16.   3) 24.   4) 36. 

 

 

ТЕСТ 10.35.02. 
 

1. Найти наибольшее М и наименьшее m значения выражения  44 cossin . В ответ записать М+2m. 

1) 1.   2) 2 .   3) 3 .   4) 2.  

 

2. Найдите значение суммы sin 54 + cos 108    

1) 1   2) ¼   3) -0.2   4) ½ 

 

3. Найдите множество значений функции xcos5xcosxsin6xsin3)x(f 22   

1) [-5; 3]  2) [-6; 4]   3) [-5; 4]  4) [-6; 3] 

 

4. Найдите, чему равно значение произведения sin 5 sin 15 sin 25…sin 75 sin 85  

1) 
128

3
   2) 0,25   3) 

512

2
   4) 0,5 

 

5. Упростите: 








 3sin

2cos4

3sin

2

sin

2
.     

1) 0.   2) sin .  3) cos .  4) tg . 

 

6. Вычислите: acossinесли,
sin

cos

cos

sin 22










.    

1) 1.   2) 
 

1a

3aa
2

2




.  3) 

 
1a

1aa
2

2




.  4) 

 
1a

1aa
2

2




 

 

7. Вычислите: 
4

0,010ctg3ctgесли,
2cos43

174 2 



.    

1) 1.   2) 6.   3) 18.   4) 26. 

 

8. Вычислите: 1
2

tgесли,
2sinsin2

2sinsin2







.    

1) -1.   2) 0,5.   3) 1.   4) 2. 

 

9. Вычислите:      tgtgtg2,atgесли,ctg . 

1) 
2

2

1 4
,

2 3

a a

a a




. 2) 

2

2

1 2
,

3

a a

a a




. 3) 

a

a1 2
.  4) 

3a

a2
2 

. 

 

10. Решите выражение: 
o

oo

130cos

40cos170sin2 
.    

1) 3 .   2) 2.   3) 3 .   4) -1. 
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11. Если углы альфа и бета таковы, что:   ;0 , а их тангенсы являются корнями уравнения 

04x35x2  , то сумма   равна:    

1) 
3


.   2) 

2


.   3) 

3

2
.   4) 

6

5
. 

 

12. Вычислите:   






 













2
;x,axsinесли,x

2
ctg . 

1) 
2a1

a


   2) 

2a1

a


  3) 

2a1

a


  4) 

2a1

a


  

 

13.Вычислить выражение 2sin7cos7cossin6cos2sin2 33  , если 
3

1
cossin  .  

1) 
27

1
2 .    2) 

27

28
.   3) 

27

1
.   4) 

27

28
 . 

 

14. Решите выражение: 
12

11
cos

12

13
sin 88 




. 

1) 
16

37
.  2) 

16

65
 .  3) 

16

37
 .    4) 

16

37
 . 
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10.36.П. Обратные тригонометрические 

функции. Сложные. 
 

ПРИМЕР: Вычислить 














 


7
sinarccos . 

РЕШЕНИЕ: Чтобы использовать определение    a0если,aacosarccos , заменим 






 


7
sin  с по-

мощью формул приведения на косинус угла, заключенного между 0 и  . Запишем следующие равенства: 

14

5
cos

72
cos

7
sin

7
sin










 














 
 . 

Получаем:  

14

9

14

5

14

5
cosarccos

14

5
cosarccos

7
sinarccos













 








 
















 
 . 

Значит, исходное выражение равно: 
14

9
. 

ОТВЕТ: 
14

9
. 

 

 

ТЕСТ 10.36.01. 
 

1. Значение угла (в градусах) равно:  o580cosarccos . 

1) 1400.    2) -400.  3) 2200.  4) 5800. 

 

2. Вычислите 








5

4
arccos2sin . 

1) 0,75.  2) 0,35.  3) 0,96.  4) 0,5. 

 

3. Решите выражение: 






 











2

3

4

1
arctgcos . 

1) 0,242.  2) 
16

17
.  3) 

17

17
.   4) 

16

17
 . 

 

4. Область определения функции y имеет вид  xx2arcsiny 2  . 

1) [-3; -1].  2) (0; 1).  3) [-1; 0,5].   4) (2; 3). 

 

5. Область определения функции имеет вид: 
5x2

1
arccosy


 . 

1)  ;3 .  2)  1;1 .  3)    3;5,25,2;2  . 4)     ;32; .  

 

6. Область определения функции y имеет вид  xlogarcsiny 2 . 

1) [1; 2].   2) [3; 4].  3) [-2; -1].  4) [5; 10]. 

 

7. Решения неравенства образуют множество:  
6

1xarcsin


 . 

1)  5,0;0 .   2)  1;5,0 .  3)  5,0;1 .  4)  5,1;0 . 
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8. Угол равен 
3

1
arcctg2arctg  . 

1) 
4


 .  2) 

4


.   3) 

4

3
.   4) 

2


. 

 

9. Вычислите  2sinarcsin . 

1) 1 .  2) 3 .  3) 2 .  4) 0,5. 

 

 

ТЕСТ 10.36.02. 
 

1. Вычислите   5,0arcsincos  . 

1) 
2

3
.    2) 2 .   3) 

2

2
.  4) 

3

5
. 

 

2. Результат вычисления выражения равен 

















13

12
arccos0arccostg . 

1) 2,4.    2) 0,48.  3) -2,4.   4) -0,48. 

 

3. Значение равно 









13

5
arccos

4

3
arcctgtg . 

1) -11/13.  2) 12/23.  3) -16/63.  4) -5/21. 

 

4. Область определения функции y имеет вид 
3

1x4
arcsiny


 . 

1) [-0,5; 1].   2) [1; 2].  3) (0; 1).  4) [-1; 0]. 

 

5. Область определения функции y имеет вид 
2x1

x2
arccosy


 . 

1)  [-3; -2].  2) (7; 8).  3)  ;0 .  4)   ; .  

 

6. Наименьший отрезок, на котором определена функция y имеет вид  tgxarcsiny  . 

1) [0; 1].  2) [0,3; 0,4].  3) 






 


2
;

2
.  4) 







 


4
;

4
.  

 

7. Решения неравенства образуют множество: 
3x

1
arccos


 . 

1)  ;2 .  2)  1;1 .  3)    2;00;1  . 4)     ;21; .  

 

8. Вычислить 3arctg
2

1
arcctg   

1) 
4

3
   2) 

4


   3) 

4


    4) 

4

5
 

 

9. Найти значение выражения  3sinarcsin . 

1) 3   2) 3    3) 0,14   4) 3 
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10.37.П. Уравнения, сводящиеся к 

однородным уравнениям. 
 

При решении уравнений вида cxsinbxcosa   чаще всего пользуются таким способом: С помощью 

формул двойного угла и основного тригонометрического тождества переходят к однородному уравнению  

cxsinbxcosa   




















2

x
sin

2

x
cosc

2

x
cos

2

x
sin2b

2

x
sin

2

x
cosa 2222  

 

ПРИМЕР: Решить уравнение: 3xsin2xcos5  . 

РЕШЕНИЕ: Воспользуемся указанным методом: 




















2

x
sin

2

x
cos3

2

x
cos

2

x
sin22

2

x
sin

2

x
cos5 2222  

0
2

x
cos

2

x
sin4

2

x
sin8

2

x
cos2 22   

0
2

x
cos

2

x
sin2

2

x
sin4

2

x
cos 22   

0
2

x
tg2

2

x
tg41 2   

01t2t4 2  , где 
2

x
tgt   

20D  

n
4

51
arctgt 













 
  

n
4

51
arctg

2

x














 
  

ОТВЕТ: n2
4

51
arctg2x 













 
  

 

 

ТЕСТ 10.37.01. 
 

1. Решить уравнение: 4x2cos4x2sin  . 

1) n4arctgx,n2x 21       2) n24arctgx,n2
2

x 21 


  

3) n24arctgx,nx 21       4) n4arctgx,n
2

x 21 


  

 

2. Решить уравнение: 13xcos12xsin5  . 

1) n2
5

12
arctgx         2) n2

13

12
arctgx   

3) n2
12

5
arctgx         4) n2

13

5
arctgx   
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3. Решить уравнение: 7x3cos4x3sin36  . 

1) 
3

n2

33

32
arctgx,

3

n2

9
x 21








     2) 

3

n2

11

3
arcctg

3

2
x,

3

n2

9
x 21








  

3) n
33

34
arctgx,n

9

2
x 21 


     4) 

3

n2

11

3
arctg

3

2
x,

3

n2

9

2
x 21








  

 

 

ТЕСТ 10.37.02. 
 

1. Решить уравнение: 5x2cos4x2sin3  . 

1) n4arctgx         2) n3arctgx  .  

3) n
5

3
arctgx         4) n

5

4
arctgx   

 

2. Решить уравнение: 3x5cos2x5sin3  . 

1)  
5

n2

5
x,n5arctg

5

3
x 21





     2)  

5

n4

10
x,n25arctg

5

4
x 21





  

3)  
5

n

10
x,n5arctg2

4

3
x 21





     4)  

5

n2

10
x,n5arctg

5

2
x 21





  

 

3. Решить уравнение: 2xsin3xcos  . 

1) n2
3

63
arctg2x 













 
       2) n4

3

63
arctg4x 













 
  

3) n4
3

6
arctg2x 














       4) n2

6

6
arctg2x 














  
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10.38.П. Решение сложных уравнений. 
 

Тройные углы. 
Использовать формулы тройного угла надо в случае, если Вы не нашли других способов решения, выпи-

шем сами формулы: 
3sin 3 3sin 4sin     

3cos 3 4cos 3cos     
3

2

2

3

3
3

1 3

1 3
3

3

tg tg
tg

tg

tg
ctg

tg tg

 







 











 

В случае, если Вы не вспомните на экзамене эти формулы, то Вы можете их несложно вывести, предста-

вив, 3 = 2 + , и воспользовавшись формулами для косинуса или синуса суммы, например: 

   

   

2 2

2 2 3

sin 3 sin 2 sin 2 cos sin cos 2 2sin cos sin 1 2sin

2sin 1 sin sin 1 2sin 3sin 4sin

          

     

           

       
 

 

ПРИМЕР: Решить уравнение: 2x4cos2x6sin  . 

РЕШЕНИЕ: Преобразуем по формулам тройного и двойного угла. 

2x4cos2x6sin   

  2x2sin12x2sin4x2sin3 23   

Приводим подобные слагаемые и производим замену переменных. 

 

Аргументы функций отличаются в несколько раз. 
В этом случае уменьшайте «самые большие» углы по формуле двойного угла и увеличивайте «самые ма-

ленькие» углы по формуле понижения степени. Если же такой подход не приведёт к успеху, то ищите дру-

гое решение. 

 

ПРИМЕР: Решить уравнение: 
2

x
cos4xcos3x2cos 2  

РЕШЕНИЕ: Преобразуем: 
2

xcos1
4xcos31xcos2 2 
  

Приводим подобные слагаемые и производим замену переменных. 

 

Нахождение замены переменных. 
Если при решении уравнения можно получить сумму sin x + cos x или разность sin x - cos x, и в уравнении 

есть синус двойного угла sin 2x, то попробуйте использовать замену переменных sin x + cos x = t, тогда 1 + 

sin 2x = t2 или sin x - cos x = t, тогда 1 - sin 2x = t2. 

 

ПРИМЕР: Решить уравнение: xcosxsin1x2sin5,0  . 

РЕШЕНИЕ: Преобразуем:  

xcosxsin5,05,0x2sin5,0   

  xcosxsin5,01x2sin5,0   

Замена переменных: sin x + cos x = t, тогда 1 + sin 2x = t2. 

Тогда: 

t5,0t5,0 2   и т. д. 
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Неочевидный отбор корней. 
Часто условие отбора корней можно найти в самом уравнении при нахождении ОДЗ. Особенно тщательно 

исследуйте ОДЗ в уравнениях с логарифмами. 

 

ПРИМЕР: Решить уравнение:   01xcos2xx2 22  . 

РЕШЕНИЕ: Очевидно, что корнями уравнения являются:   1 2 3, 0, 2
4

x n x x


     . 

ОДЗ уравнения определяется условием 0xx2 2  . Решаем неравенство и получаем 2x0  . Произво-

дим отбор корней и находим корни уравнения. 

ОТВЕТ:   1 2 3, 0, 2
4

x x x


   . 

 

ПРИМЕР: Решить уравнение: tgx7logxcoslog
xsin

2

xsin/1  . 

РЕШЕНИЕ: Решение такого уравнения несложно. Произведём несколько логарифмических, а затем три-

гонометрических преобразований. 

 tgx7log2
2

1
xcoslog xsin

2

xsin   

 tgx7log
xcos

1
log xsin2xsin   

 tgx7
xcos

1
2

  

 tgx7xtg1 2   

3tgxили2tgx   

Получаем:   n3arctgx,n2arctgx 21   

Теперь самое сложное – отбор корней с учётом ОДЗ. Запишем ОДЗ: 































1xsin

0xsin

1
xsin

1

0
xsin

1

0tgx7

0xcos2























1xsin

0xsin

7tgx

0xcos

 

Очевидно, что из всех условий в данном случае нас интересует только sin x > 0. Поэтому, нас устраивают 

углы, лежащие только в первой и второй четверти. Углы, соответствующие первому корню уравнения 

n2arctgx1  лежат в первой и третьей четвертях, причём угол 2arctg  лежит в первой четверти. Значит, 

в ответ мы запишем корни n22arctgx1  - все они находятся в первой четверти. 

Углы, соответствующие второму корню уравнения n3arctgx2   лежат во второй и четвёртой четвер-

тях, причём угол 3arctg  лежит в четвёртой четверти. Следующий корень 3arctg  лежит во второй чет-

верти, что нас устраивает. Поэтому, в ответ  мы запишем корни n23arctgx2  . 

ОТВЕТ: n23arctgx,n22arctgx 21  . 
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ТЕСТ 10.38.01. 
 

1. Решить уравнение: x3sin2x9sin  . 

1) 
3

n

18
x,

3

n
x 21








 .     2) .

3

n2

12
x,n

3
x 21








  

3) n
6

x,n2
3

x 21 





 .     4) 
3

n2

12
x,

3

n2
x 21








 . 

 

2. Сумма корней уравнения  x2270cosx6sin5,0 o  , принадлежащих отрезку [00; 900], равна: 

1) 900.   2) 1800.   3) 2250.  4) 3150. 

 

3. Решить уравнение: x6tg
x2sin1

x2cos



. 

1) 
7

n2

14
x





 .  2) 

7

n4

7
x





 .  3) 

7

n

28
x





 .  4) 

7

n3

21
x





 . 

 

4. Решить уравнение 3
2

3
xsin3

2

x
cos20x2cos 2 







 
  и найти количество корней на [300; 3000]. 

1) корня2;n2
3

2
x 


 .      2) корень1;n2

3

2
x 


  

3) корня4;n
3

x 


       4) корня3;n2
6

x 


  

 

5. Решить уравнение: x2cos
4

x
cos2

2

x
cos

4

x
cos4 24  . 

1) n2x    2) n2x  . 3) nx    4) 
2

n
x


  

 

6. Найти число корней уравнения 0xcos7xsin7x2sin35  , принадлежащих отрезку   5,1; . 

1) 7.   2) 2.   3) 3.   4) 1. 

 

7. Решить уравнение 01xcosxsinx2cosx2sin   и найти наибольшее решение при 900  < x <1800. 

1) 1200   2) 1350     3) 1500   4) 1650 

 

8. Решить уравнение   0xcos5x2sin2x9 2   и найти его сумму корней. 

1) 0.    2) 1.    3) 3.    4) 5.  

 

9. Решить уравнение   13tgx3xtglog 2

ctgx   и найти число корней на [1; 8]. 

1) 1.   2) 2.   3) 3.   4) 4. 

 

10. Решить уравнение    xsin71logxsin181xsin2log 3/1

2

3   и найти число корней на [00; 3600]. 

1) 1.   2) 2.   3) 3.    4) 4. 

 

11. Решить уравнение    






 


xcos

19x
logxcos19xlog 55  и найти число корней на [-30; 30]. 

1) 10.    2) 12.   3) 14.   4) 16. 
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ТЕСТ 10.38.02. 
 

1. Решить уравнение: 










 x2

2

3
sin2x6cos . 

1) .
3

n2

6
x,n

2
x 21








   2) n

6
x,n2

2
x 21 





 .   

3) n2
3

x,n2x 21 


 .  4)  
2

n

6
x,

2

n

4
x 21











 .  

 

2. Среднее арифметическое корней уравнения  x4360cos22x6sin o  , принадлежащих отрезку  

[00; 1700], равно: 

1) 1200.  2) 900.   3) 750.  4) 2250. 

 

3. Решить уравнение: oo2 180x0,
2

x
cos4xcos3x2cos  . 

1) 600  2) 900  3) 1200  4) 1500 

 

4. Решить уравнение: 1xcos2x4sin 2  . 

1) 
2

n

12
x,

2

n

4
x 21











    2)  

2

n

12
1x,

2

n

4
x

n

21











 .   

3)  
2

n

12
1x,

2

n

4
x

n

21











   4) 

2

n

12
x,

2

n

4
x 21











  

 

5. Решить уравнение:  xcosxsin33x2sin  . 

1) n2
2

x,n2x 21 


 .   2) nx   3) n2
2

x,n2x 21 


 .  4) n2x   

 

6. Решить уравнение: 0x2cos3x2sin3x4sin3  . 

1) n
4

x,n2x 21 


   2) n
4

x,nx 21 


    

3) n
4

x,nx 21 


   4) n2
4

x,nx 21 


  

 

7. Решить уравнение:   0xcoslogxcosxsin3log 22   и найти число корней на  2;0  

1) 1.  2) 2.   3) 3.   4) 4. 

 

8. Решить уравнение   xsin14xlog
xsin

14x
log 44 







 
 и найти число корней на [-20; 20]. 

1) 6.   2) 8.  3) 10.  4) 12. 
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10.39.П. Метод оценки. 
 

ПРИМЕР: Решить уравнение 2x2cos
4

x3
cos  . 

РЕШЕНИЕ: Надо догадаться, что данное равенство возможно, если каждое из слагаемых равно 1. 













1x2cos

1
4

x3
cos

 

Решаем по отдельности каждое из уравнений. Первое уравнение:  

1
4

x3
cos   

n2
4

x3
  

3

n8
x


  

Второе уравнение:  

1x2cos   

k2x2   

kx   

Казалось бы, уравнение решено. Но нам нужно найти такие корни х, которые были бы решением и перво-

го, и второго уравнений одновременно. Для нахождения таких значений х приравняем корни первого и 

второго уравнений: k
3

n8



. Получаем, что 

3

n8
k  . Учтём, что k и n – целые числа. В данном случае мы 

выразили k через n (можно было выразить n через k). Сейчас мы будем искать такие целые значения n, 

чтобы значения k получались бы целыми. 

 При n = 0, k = 0. 

 При n = 1, k – нецелое число. 

 При n = 2, k – нецелое число. 

 При n = 3, k = 8. 

 При n = 4, k – нецелое число. 

 При n = 5, k – нецелое число. 

 При n = 6, k = 16 и т. д. 

Очевидна закономерность: нас удовлетворяют такие значения n = 0; 3; 6; …. Вспомним, что через n выра-

жались корни
3

n8
x


 . Значит, корнями уравнения являются: 0; 8; 16; …. Тогда ответ всего уравнения 

можно записать так: n8x  . 

ОТВЕТ: n8x   

 

 

ПРИМЕР: Решить уравнение      4z3sin3y2tg1
xcos

1
xcos 2

2

2 







 . 

РЕШЕНИЕ: Это уравнение не требует рассуждения такого же, как и в предыдущем примере, т.к. значе-

ния x, y, и z не зависят друг от друга. Надо догадаться, что левая часть уравнения больше или равна 4, т.к. 

2
xcos

1
xcos

2

2  ,   1y2tg1 2  ,   2z3sin3  . 

Поэтому равенство возможно, если: 

2
xcos

1
xcos

2

2  ,   1y2tg1 2  ,   2z3sin3  . 

Теперь решаем по очереди каждое из уравнений и находим значения x, y, и z. А сейчас самое главное! 
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Как догадаться, что 2z3sin3  ? Это просто. Т.к. 1z3sin1  , то 4z3sin32  . 

Как догадаться, что 1y2tg1 2  ? Это просто. Т.к. 0y2tg2  , то 1y2tg1 2  . 

Как догадаться, что 2
xcos

1
xcos

2

2  ? Это совсем непросто! Для этого надо знать неравенство Коши. 

 

Неравенство Коши. 

 
 

  0xfесли,2
xf

1
xf   

 
 

  0xfесли,2
xf

1
xf   

Оба неравенства несложно доказываются перенесением двойки в левую часть и приведением к общему 

знаменателю. 

В данном случае 0xcos2  , поэтому 2
xcos

1
xcos

2

2  . 

 

ПРИМЕР: Найти сумму корней (в градусах) уравнения 1xcosxsin 2016  , при [00; 2900]. 

РЕШЕНИЕ: Для решения такого типа уравнений проанализируем следующие факты. 

1. Согласно основному тригонометрическому свойству: 1cossin 22  . 

2. Величина значения синуса или косинуса любого угла по модулю меньше или равна 1, поэтому в 

любой положительной степени значения синуса или косинуса любого угла по модулю также мень-

ше или равна 1. При этом, чем больше степень, тем меньше значение  синуса или косинуса.  

Чтобы этот факт был более понятен, рассмотрим пример. 

Пусть sin x = 0,5. Тогда sin2 x = 0,25, sin3 x = 0,125, sin4 x = 0,0625 и т.д. 

Если sin x = 0,5, то 86,0
2

3
xcos  . Тогда cos2 x = 0,74, cos3 x = 0,63, cos4 x = 0,55 и т.д. 

 

ВАЖНЫЙ ВЫВОД: Можно сделать вывод, что равенство sin cos 1n kx x  , где n > 2, выполняется толь-

ко в случае, если sin x = 1 и cos x = 0, или наоборот cos x = 1 и sin x = 0. Если n – чётная степень, то нам 

подходит ещё случай, когда sin x = -1 и cos x = 0. Если k – четная степень, то нам подходит случай когда 

наоборот: cos x = -1 и sin x = 0. Если обе степени n и k – четные, то нам подходят оба этих дополнительных 

случая. 

 

Теперь вернёмся к нашему уравнению: 1xcosxsin 2016  . Т.к. и у синуса, 

и у косинуса чётные степени, то равенство выполняется в случаях: 

sin x = 1 и cos x = 0, 

sin x = -1 и cos x = 0, 

cos x = 1 и sin x = 0, 

cos x = -1 и sin x = 0. 

На единичной окружности показаны точки, удовлетворяющие этим усло-

виям. Исходя из условия, что корни принадлежат промежутку [00; 2900] по-

лучаем ответ. 

ОТВЕТ: х = 00,  х = 900,  х = 1800,  х = 2700. 
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ПРИМЕР: Теперь решим уравнение 1xcosxsin 20082009  . 

РЕШЕНИЕ: Степень у синуса – нечётная, поэтому случай sin x = 1 и  

cos x = 0 возможен, а случай sin x = -1 и cos x = 0 – не подходит. На единич-

ной окружности показаны точки, удовлетворяющие этим условиям. 

 

 

 

 

 

 

ПРИМЕР: Ещё одно уравнение 1xcosxsin 43  . 

РЕШЕНИЕ: В данном случае подходит только один вариант sin x = -1 и  

cos x = 0. На единичной окружности показана точка, удовлетворяющие этим 

условиям. 

 

 

 

 

 

ВАЖНО ЗНАТЬ:  
2222 baxsinbxcosaba   

 

ПРИМЕР: Найдём максимальное и минимальное значение выражения: x2sin12x2cos5  . 

РЕШЕНИЕ: Значение этого выражения лежит в пределах:  

   2222 125x2sin12x2cos5125   

Тогда: 

13x2sin12x2cos513   

ОТВЕТ: Максимальное значение выражения равно 13, а минимальное значение выражения равно -13. 

 

ПРИМЕР: Теперь решим уравнение 14x2sin12x2cos5  . 

ОТВЕТ: Нет решений, т. к. максимальное значение выражения x2sin12x2cos5   равно 13. 

 

 

ТЕСТ 10.39.01. 
 

1. Решить уравнение 02x6cos
2

x5
sin   и найти сумму решений на [0;12]. 

1) 0.   2) 8 .    3) 12 .  4) 15 .  

 

2. Решить уравнение 0
3

x2cosx
12

cos 22 






 












 и найти сумму решений на [-;]. 

1) 0.   2) 
12


.   3) 

6


.   4) 

3


. 

 

3. Решить уравнение   y3sin51xcos24
xcos

1
2 4

2









  и найти сумму наименьших положительных решений. 

1) 2100   2) 3000   3) 3300   4) 3600  

 

4. Найти сумму корней (в градусах) уравнения 1xcosxsin 20102008  , принадлежащих отрезку [00; 3200]. 

1) 3000   2) 3600   3) 4200   4) 5400. 
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5. Решить уравнение 2x7sinx
2

cos 19951977 










 и найти число корней принадлежащих интервалу [-900; 1800].    

1) 1.   2) 2.   3) 3.     4) 0.  

 

6. Найти сумму корней (в градусах) уравнения 0
2

xxsin
2

xxcos2 





 , принадлежащих [-900; 3600].   

1) 00   2) 1800   3) 3600   4) 5400.   

 

7. Найти сумму корней (в градусах) уравнения 0x3xcosx3xsin 222  , принадлежащих отрезку [-900; 3600].   

1) 00   2) 1800   3) 3600   4) 5400.   

 

8. Найти сумму корней (в градусах) уравнения  
3

1
xcos

9

3

2

3
ctg 













 



 , принадлежащих отрезку [-900; 3600].   

1) 1200.  2) 1800.    3) 3300.   4) 4200.  

 

9. Решить уравнение 
2

1
xcos

2

3
sin 







 
 и найти число корней, принадлежащих интервалу [00; 3600]. 

1) 2.   2) 4.   3) 6.   4) 8. 

 

10. Уравнение ax3cos60x3sin2   имеет хотя бы один корень, когда… 

1) 8a  .  2) 8a  .  3) 8a  .  4)  8;8a  .  

 

 

ТЕСТ 10.39.02. 
 

1. Решить уравнение     1tgx4xcosxtgtgx
22   и найти сумму решений на [0;6]. 

1) 0.   2) 8 .    3) 12 .  4) 15 .  

 

2. Число корней уравнения 02x2cosx3sin  , принадлежащих отрезку  5;0 , равно: 

1) 7.   2) 2.   3) 3.   4) 4. 

 

3. Найти среднее арифметическое корней (в градусах) уравнения 1xcosxsin 1132  , принадлежащих (-900; 1800).   

1) 15.   2) 30.   3) 45.    4) 60. 

 

4. Решить уравнение:   01xysinx2x2  . 

1) n2
2

y,1x;n2
2

y,1x 2211 





  

2) n2
2

y,1x;n2
2

y,1x 2211 





  

3) n2
2

y,1x;n
2

y,1x 2211 





  

4) n
2

y,1x;n
2

y,1x 2211 





  
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5. Решить уравнение:    z3cos1312ysin32x2cos4 2 . 

1) 
3

m2
z,k2

2
y,n

2
x








 .    2) 

6

m
z,k

2
y,n2

2
x








 . 

3) 
6

m
z,k

2
y,n2

2
x








 .    4) 

3

m
z,k2

2
y,n

2
x








 . 

 

6. Решить уравнение 
2

1
xsin

3

4
sin 







 
 и найти число корней, принадлежащих интервалу [00; 3600]. 

1) 2.   2) 4.   3) 6.   4) 8. 
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10.40.П. Тригонометрия Продвинутый уровень. 

Итоговые тесты. 
 

ТЕСТ 10.40.01. 
 

1. Значение произведения ctg 1 ctg 2 ctg 3…ctg 89 равно:     

1) -1     2) 3    3) 1   4) 
3

3
 

 

2. Вычислите: 2
6

tgесли,
sin5,0

cos3sin








 





.   

1) 3 .     2) 
11

8310 
.     3) 

11

26330 
 . 4) 1 . 

 

3. Решите выражение:  oo22 360;270,7ctgtgприctgtg  .   

1) 7 .     2) 7 .     3) 3.       4) -3.  

 

4. Решите выражение: 
o

oo

340sin

70sin40cos2 
.     

1) 3 .   2) 2.   3) 3 .   4) -1. 

 

5. Решите выражение: oooo 81tg63tg27tg9tg  .    

1) 2 .   2) 1.   3) 4.   4) 2. 

 

6. Если углы альфа и бета таковы, что:   ;0 , а их тангенсы являются корнями уравнения 

04x33x2  , то сумма   равна:   

1) 
6


.   2) 

3


.    3) 

2


.   4) 

3

2
. 

 

7. Найти число целых точек, лежащих в области значений функции: x2cos7x2sin295y  . 

1) 11.   2) 12.   3) 13.    4) 14. 

 

8. Решите выражение: 
7

6
cos

7

4
cos

7

2
cos








.     

1) -1,5.   2) -0,25.  3) -0,5.   4) -1. 

 

9. Найти множество значений функции y = 10sin2x - 6sin cos x + 2сos2x. 

1) E(y) = [1; 5]  2) E(y) =  [-1; 1]  3) ]2;2[  E(y)   4) E(y) =  [1; 11]  

 

10. Вычислите:  
00 10cos

3

10sin

1
    

1) 1.   2) 2.   3) 3.   4) 4.  

 

11. Найти значение выражения   3sinarcsin .           

1) 3   2) 3   3) 0,14   4) 3 
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12. Укажите в градусах значение угла   o680sinarccos .    

1) 400.    2) 50.   3) 1300.   4) 1400.  

 

13. Найдите произведение корней уравнения 
64

1
x

4

3
xarcsin 2 









 .    

1) -0,25.     2) -0,15.     3) 0,3.     4) 0,35. 

 

14. Значение y равно 









3

1
arccos2siny .      

1) 
9

24
.   2) 

7

32
.  3) 

6

5
.  4) 0,5. 

 

15. Результат вычисления выражения равен 



















3

1
arcctg2

2

7
sin .    

1) 0,8.         2) 0,6.   3) -0,8.   4) -0,6. 

 

16. Решения неравенства образуют множество:  
6

1xarcsin


 . 

1)  5,0;0 .   2)  1;5,0 .  3)  5,0;1 .  4)  5,1;0 . 

 

17. Найти область определения функции 
x1

2
arccosy


 . 

1)       ;3,1;fD       2)    1;1fD   

3)       ;3,1;fD        4)     ;1fD  

 

18. Найти область определения функции 









10

x
lgarcsiny . 

1) (0; 10].  2) (0; 100].  3) [1; 100].  4) [1; 10]. 

 

19. Найдите область определения функции 22 xx1arccosxx1arcsin)x(f    

1) 0    2) [0; 1]  3) [-1; 0]  4) {0; 1} 

 

20. Решить уравнение:   02x2arccos3x2arccos9 22
 . 

1) х = -0,25.   2) х = 1/8.  3) х = 0,25.   4) х = -1/8. 

 

21. Решить уравнение: x7arccosx2arcsin2  .    

1) х =  0,25.   2) х = -1/8.   3) х = -0,25.   4) х = 1/8.  

 

22. Найдите сумму 
3

2
arcctg

5

1
arcctgS  .   

1)    2) 
4

3
   3) 

4


    4) 0 
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ТЕСТ 10.40.02. 
 

1. Решить уравнение: 3xsin2xcos5  . 

1) n2
4

51
arctg2x 













 
       2) n2

4

5
arctgx 








  

3) n
4

51
arctgx 













 
       4) n

4

5
arctg2x 








  

 

2. Решить уравнение:  2xsinxcosx2sin  . 

1)  
4

n

6
1x

n 



        2)  

2

n

12
x





  

3)  
2

n

12
1x

n 



        4) 

4

n

6
x





  

 

3. Решить уравнение: tgx7logxcoslog
xsin

2

xsin/1  . 

1) n23arctgx,n22arctgx 21     2) n3arctgx,n2arctgx 21   

3) n23arctgx,n22arctgx 21      4) n3arctgx,n2arctgx 21   

 

4. Решить уравнение:   01xcos2xx2 22  . 

1) 2x,0x,
4

x 321 


      2) 2x,0x,
4

x 321 


  

3) 2x,0x,n
4

x 321 


      4) 2x,0x,n2
4

x 321 


  

 

5. Решить уравнение: 
2

x
tgxsin3x2sin  . 

1) n2
3

2
x,n2x 21 


 .     2) n

3
x,nx 21 


 .  

3) n
6

x,nx 21 


 .      4) n
6

x,
2

n
x 21 





 .  

 

6. Сумма всех корней уравнения   0xcos9xsin96x2sin4x22   равна? 

1) 
24

1
arccos2

2



 2) 

2


    3) 0   4) 

2


 

 

7. Решить уравнение  x0,308181 xcosxsin 22

 и найти сумму корней на промежутке. 

1) 2 .   2) 
2

3
   3)     4) 

3

2
 

 

8. Решить уравнение 






 












2x0,

32

x
sin5

4

x

3

2
cos  и найти сумму корней на промежутке. 

1) 1.   2) 2.   3) 3.   4) 4. 

 

9. Решить уравнение 1xcos2x2sin3xcos4   и найти количество корней на промежутке [-2π; 2π]. 

1) 5.   2) 6.   3) 7.   4) 8. 
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10. Найти количество корней уравнения 3x3cos
3

1
x3sin4  , принадлежащих отрезку [00; 1800]. 

1) 1.   2) 2.   3) 3.   4) 4.  

 

11. Решить уравнение 1xcos5
5

2

2

x
cos2   и найти количество корней на [0; ]. 

1) 1.       2) 2.   3) 3.   4) 4. 

 

12. Решить уравнение   xsinxxsin2x
22 


и найти число корней на [0; 8]. 

1) 3.    2) 4.   3) 5.   4) 6. 

 

13. Найти число корней уравнения 






 




 8

5
tgarctg

2

x2tg1

x2tg2
2

, лежащих на отрезке [00; 2250]. 

1) 4.     2) 6.   3) 5.   4) 8. 

 

14. Найти сумму корней (в градусах) уравнения 






 








 








 


4

7

2

x5
cos

42

x5
sin

4
x2sin2

, принадлежащих [00; 1800]. 

1) 460.      2) 510.      3) 580.      4) 640. 

 

15. Найти сумму корней (в градусах) уравнения 1ctgxxcosctgxxcos  , принадлежащих отрезку [-900; 3600]. 

1) 360.      2) 405.      3) 420.       4) 475. 

 

16. Решить уравнение 1xtg2
4xsin4x2sin

xsin4x2sin 2

22

22





 и найти количество корней на [0; ]. 

1) 1.   2) 2.   3) 3.    4) 4.  

 

17. Решить уравнение x2cosx2sinxcosxsin 4444   и найти сумму корней, не превосходящих по модулю 
2


. 

1) 5.   2) 6.   3) 7.   4) 8.  

 

18. Решить уравнение 
x2sin5,0

xsinxcos
tgxctgx


  и найти количество корней на [0; ]. 

1) 1.   2) 2.   3) 3.    4) 4.  

 

19. Решить уравнение: 2x4cos2x6sin  . 

1)  
2

n

12
1x,

2

n
x

n

21








      2)   n2

3
1x,n2x

n

21 


  

3)   n
6

1x,nx
n

21 


      4) n2
3

x,
4

n
x 21 





  
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ТЕСТ 10.40.03. 
 

1. Решить уравнение    






 


xcos

10x
logxcos10xlog 33  и найти число корней на [-20; 20]. 

1) 6.   2) 8.   3) 10.   4) 12. 

 

2. Решить уравнение 
  xcoslogxsin21xsinx2cos1

2
xcos

2

514497  
 и найти число корней на [00; 3600]. 

1) 1.    2) 2.   3) 3.    4) 4. 

 

3. Решить уравнение: xcosxsin8x2cos
2

1

xtgxctg

1x4cos 444 



. 

1) 
2

n

8
x





   2) 

2

n

4
x





   3) 

4

n

16
x





  4) 

8

n

32
x





  

 

4.  Решить уравнение: x3cosxcosx3sinxsinx3sinxcosx3cosxsin 3333  . 

1) 
3

n

12
x,n

4
x 21








      2) 

3

n2

6
x,n2

4
x 21








  

3) 
3

n

12
x,n

4
x 21








 .     4) 

3

n

6
x,n

4
x 21








  

 

5. Решить уравнение 

 

 

2

2

1 2sin 3 2 sin cos 2
3 112

1,
2 4sin cos

x x x

x
x x




 

 
     

      


 и найти сумму корней. 

1) 
4

5
.   2) 

4

7
   3) 

4

9
.   4) 

4

11
 

 

6. Решить уравнение xcosxsinxcos
2

x
sin2 2   и найти сумму корней на промежутке [-2π; 2π]. 

1) 
2


 .  2) 0.   3) 

2


.   4) 

3

2
. 

 

7. Среднее арифметическое корней уравнения 1tgx40tg40tg20tg20tgtgx oooo  , принадлежащих от-

резку [00; 3600], равно: 

1) 1200.   2) 900.   3) 750.   4) 2400. 

 

8. Найти сумму корней (в градусах) уравнения 5,1x2cosx2sin  , принадлежащих отрезку [900; 1800]. 

1) 150.   2) 180.   3) 210.   4) 225.  

 

9. Решить уравнение x2sin1xcosxsin   и найти сумму корней на [0; ]. 

1) 
4

7
    2) 3    3) 

2

7
    4) 4    

 

10. Найти среднее арифметическое корней (в градусах) уравнения 

x3cosx2cosxcosx3sinx2sinxsin  , лежащих на отрезке [00; 1800]. 

1) 62.   2) 74.   3) 85.   4) 96. 
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11. Решить уравнение: 
2

x0,x4
2

3
sin1

x2tg1

1
2

















. 

1)  
12

5
x,

12
x 21





       2) 

12

5
x,

6
x 21





  

3) 4) 
3

x,
12

x 21





       4) 

3
x,

6
x 21





  

 

12. Решить уравнение 
2

x
tg

2

x
cos4xsin

2xsin 2

22

2














 и найти сумму корней на [0; ]. 

1) 
3


   2) 

3

2
   3) 

2


.   4) 

2

3
 

 

13. Решить уравнение 0x2cos3xsinxsin2 35   и найти сумму корней на [0; ]. 

1) 
3

2
   2) 

4

3
   3) 

2

3
    4) 

2

5
 

 

14. Решить уравнение:   xsinlogxcosxsinlog 22 x4x4 
 . 

1) 
4

x


   2) 
3

x


   3) 
2

x


 .  4) 
3

2
x


  

 

15. Решить уравнение:   xsin1x2cos
2

1
xsin1xcos 2








 . 

1) n2
4

x,nx 21 


       2) n
4

x,n2x 21 


    

3) n
4

x,nx 21 


       4) n
4

x,n2x 21 


 . 

 

16. Решить уравнение 2tgxx2sin   и найти сумму корней на [0; 2]. 

1) 
4


   2) 

4

3
   3) 

4

5
   4) 

4

7
 

 

17. Решить уравнение 
4

1

4
xsinxsin 44 







 
  и найти сумму корней на [0; 2]. 

1) 
2

3
   2) 

2

5
   3) 

2

7
     4) 

2

9
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