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5.01. Иррациональные уравнения. 

Корень равен корню. 
 

Существуют два равноценных метода решения иррациональных уравнений: равносильных 

переходов (с учетом ОДЗ) и переходу к уравнению-следствию. Второй метод требует 

обязательной проверки корней подстановкой. 

Если мы имеем более сложное уравнение с корнями, где есть много корней в различных 

комбинациях, то ОДЗ немного сложнее, в этом случае нужно проверять неотрицательность всех 

подкоренных выражений по очереди. 

 

ПРИМЕР. Решить уравнение . 

РЕШЕНИЕ. Возведя обе части уравнения в квадрат, переходим к уравнению-следствию: 

. 

Решаем его, получаем: 

 

Не забываем проверить полученные корни. Проверка покажет: 

ОТВЕТ: 4x   . 

 

ПРИМЕЧАНИЕ. Данное уравнение можно решать и методом равносильных переходов. Для этого 

достаточно исходное уравнение заменить равносильной системой: 
2

2

3 1 2 ,

3 0,

1 2 0.

x x x

x x

x

    


  
  


 

В этом случае проверку корней делать не надо. 

 

 

ТЕСТ 5.01. 

Решить уравнения: 

1. 2 2 5x x    

2. 7 1 2 4x x    

3. 2 5 1 4x x x     

4. 2 8 2x x    

5. 5 1 3 19 0x x     

6. 2 9 6x x    

7. 2 36 2 1x x    

8. 28 5 16x x    

9. 2 4 5 1x x x     

10. 2 26 2 10 2x x x x      

11. 2 26 2 14 6x x x x      

12. 7 3 2 3 1 2x x x x        

13. √𝑥 ∙ √𝑥 + 1 ∙ √𝑥 − 2 ∙ √𝑥 + 13 = 0 

14. 0xx310x7 22   

15. 
3x

3

1x

1

3x

2








 

16. 13132x   

17. 2222x   

18. 
1x

4

1x

x
2





  

19. 2 14 7 2x    

20. 
9 5 1

3 8 2

x

x





 

2 3 1 2x x x   

2 3 1 2x x x   

1,

4.

x

x




 
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21. 
1

0
1 6

x

x
 


 

22. 
1 1 2

1 1x x x
 

 
 

23. 
4

2
1 1

x

x x
 

 
 

24. 
1 1

3 2 2

x x

x x x


 

  
 

25. 
1 1 3

1 2 1x x
 

 
 

26. 
2

2 2

1 1

x

x x


 
 

27. 
2

31 3

9 3

x

x x




 
 

 

ОТВЕТЫ: 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

7 5 5 – 4 10 5 7 – 8 2; 3 

10 11 12 13 14 15 16 17 18 

−
8

5
 

Нет 

решений. 
2 2 2;7  – 2 5 0 14 

19 20 21 22 23 24 25 26 27 

– 9 15/2 1/5 1/4 14 –1 17 2 2/5 
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5.02. Иррациональные уравнения. 

Правая часть. 
 

ПРИМЕР. Решить уравнение 
21 4 1x x x    . 

РЕШЕНИЕ. Переходим к системе, равносильной данному уравнению. Обратите внимание на 

очень частую ошибку – если вы решаете уравнение типа ( ) ( )f x g x , то при записи ОДЗ 

необходимо требовать неотрицательность правой части, то есть накладывать условие: 

( ) 0g x  . 

В нашем случае имеем: 

2 2
0,

1 4 ( 1) ,
3,

1;
1.

x
x x x

x
x

x

 
     

 
 



 

ОТВЕТ: 3x  . 

 

 

ТЕСТ 5.02. 

Решить уравнения: 

1. 1 2 6 3x x x      

2. 2 5x x x     

3. 3 2 2x x     

4. 1 2 4x x     

5. 1 1 3x x     

6. 1 x x x    

7. 2 5 2x x     

8. 24 2 2x x x     

9. 26 4 4x x x     

10. 2 8 2 1x x    

11. 22 7 5 1x x x     

12. 12 x x   

13. 7 1x x    

14. 5 1 1x x    

15. 2 5 2x x    

16. 5 1 1x x    

17. 
2 4 13 2

2

x
x x     

18. 7 3 0x x     
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19. 22 8 7 2x x x     

20. 22 14 13 5x x x     

21. 3 18 1 1 0x x     

22. 23 3 21 5x x x     

23. 
3

39 81 7
2

x
x    

 

ОТВЕТЫ: 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

5 
10

3
 1 

√65 − 3

2
 2 0; 

1

2
 

3 ± √33

2
 3 –1 

10 11 12 13 14 15 16 17 

1 1 3 3 7 4 0 2; 6 

18 19 20 21 22 23 

7 + √41

2
 – 1 – 2 0; 

4

3
 Нет решений. 0; 2 
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5.03. Иррациональные уравнения. 

Группировка. 
 

ПРИМЕР. Решить уравнение 
2( 4 ) 3 0x x x   . 

РЕШЕНИЕ. Помните, с чего начинался курс математики? Когда произведение равно нулю? Часто 

говорят, что когда один из множителей равен нулю. Но это не так. Важно добавлять, что при этом 

все остальные множители должны существовать!!! 
Итак, рассмотрим два случая: 

1) 2 4 0x x  , 

0x   или 4x   . 

2) 3 0x   , 

3x  . 

Теперь самое важное! ОДЗ! 3x  . Поэтому корни 4x    и 0x   не подходят. 

ОТВЕТ: 3x  . 

 

 

ТЕСТ 5.03. 

Решить уравнения: 

1.  2 4 1 0x x    

2.  2 1 0x x x    

3.  216 3 0x x    

4.  2 3 2 0x x x    

5.  

6.  

7. 2( 1) 6 6 6x x x x      

8.  

9. 3(4 3) 16 17 (4 3)(8 5)x x x x      

10. 2( 2) 20 6 12x x x x      

11. 2( 1) 6 17 3 3x x x x      

12. ( 4) 2 4 ( 4)( 1)x x x x      

 

ОТВЕТЫ: 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

–1; 2 1 –3; 4 –2; 0 –3; 2 –2; 3 –6; 7 –1; 4 2; −
3

4
 –7; 8 

–1; 2; 

4 
   

2( 1) 2 2 2x x x x    

( 2) 16 33 ( 2)(8 15)x x x x    

( 1) 16 17 ( 1)(8 23)x x x x    
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5.04. Иррациональные уравнения. 

Сумма корней. 
 

ПРИМЕР. Решить уравнение 2 3 4 1 4x x    . 

РЕШЕНИЕ. Находим ОДЗ уравнения: 

3
,

2 3 0, 32

4 1 0; 1 2
;

4

x
x

x
x

x


  

 
    



. 

На области определения уравнения 
3

;
2

D
 

 


 обе части принимают неотрицательные значения. 

Тогда данное уравнение равносильно системе: 

2 3 2 (2 3)(4 1) 4 1 16,

3
.

2

x x x x

x

       






 

Отсюда: 

2 (2 3)(4 1) 18 6 ,

3
.

2

x x x

x

    






 

28 10 3 9 3 ,

3
.

2

x x x

x

    






 

Здесь важно не потерять дополнительную ОДЗ: 
2 28 10 3 (9 3 ) ,

3
,

2

9 3 0.

x x x

x

x

    






 

 

2 44 84 0,

3
,

2

3.

x x

x

x

   








 

2,

42,

3
3.

2

x

x

x

 

 



 

 

ОТВЕТ: 2x  . 

 

ПРИМЕЧАНИЕ. Обратите внимание, что в обеих частях уравнения должно стоять заведомо 

положительное на области определения уравнения выражения. Например, a b . Если же в 

одной из частей уравнения стоит, скажем, a b , то необходимо перенести b  в другую часть 

уравнения.  
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Итак, при решении уравнений этой темы есть четыре «подводных камня»: 

1. Не забудьте про ОДЗ. Каждое подкоренное выражение должно быть неотрицательным. 

2. Разности корней лучше не возводить в квадрат, так как при этом легко получаются 

посторонние корни. 

3. При возведении в квадрат не забывайте про удвоенное произведение. 

4. После возведения в квадрат возникает дополнительная ОДЗ. 

 

 

ТЕСТ 5.04. 

Решить уравнения: 

1. 2 6 1 2x x     

2. 5 1x x    

3. 2 4 5 1x x     

4. 2 5 8 1x x     

5. 3 3 2 7x x     

6. 11 2 3 6x x    

7. 5 5 4x x     

8. 2 3 2 6 2x x    

9. 3 1 16 3 5x x     

10. 3 3 2 7x x     

11. 13 8 3x x     

12. 3 6 3x x     

13. 3 2 2 5 5x x     

14. 3 5 3 2x x     

15. 2 3 3x x     

16. 4 8 3 2 2x x     

17. 4 2 6 7x x     

18. 3 7 1 2x x     

19. 2 1 3 2x x     

 

ОТВЕТЫ: 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

–1; 15 4 20 10 6 1 4; –4 
2

3
 0; 5 

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 

6 17 3; 6 2 3 –1; 2 2; 34 5 8 + 4√2 1 
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5.05. Иррациональные уравнения. 

Много корней. 
 

ПРИМЕР. Решить уравнение 2 5 2 2 1x x x     . 

РЕШЕНИЕ. Находим ОДЗ уравнения: 

5
,

2 5 0, 2
5

2 0, 2,
2

2 1 0; 1
;

2

x
x

x x x

x
x


 


     

     


. 

На области определения уравнения 
5

;
2

D
 

 


 обе части принимают неотрицательные значения. 

Тогда данное уравнение равносильно системе: 

2 5 2 2 5 2 2 2 1,

5
.

2

x x x x x

x

          






 

Отсюда: 

3 3 2 2 5 2 2 1,

5
.

2

x x x x

x

        






 

2 2 5 2 4 ,

5
.

2

x x x

x

      






 

Не теряем новую ОДЗ! 
24(2 5)( 2) (4 ) ,

5
,

2

4 0.

x x x

x

x

    






 

        

2 28 4 40 8 16,

5
,

2

4.

x x x x

x

x

     








 

27 4 56 0,

5
4.

2

x x

x

   



 


     

2 6 11
,

7

2 6 11
,

7

5
4.

2

x

x

x

  



  
 


  


 

ОТВЕТ: 
2 6 11

7
x

 
 . 

 

ПРИМЕЧАНИЕ. Заметим, что это уравнение, как и все предыдущие, можно решать методом 

перехода к уравнениям-следствиям (не искать ОДЗ, не требовать неотрицательности правой 

части). При этом ОБЯЗАТЕЛЬНО НАДО ПРОВЕРИТЬ ВСЕ КОРНИ ПОДСТАНОВКОЙ В 

УРАВНЕНИЕ! Конечно, это целесообразно делать только тогда, когда проверяемые корни 

«удобны» для проверки, чего нельзя сказать о последнем примере. 

Да и вообще, если корни можно проверить подстановкой, то в иррациональных уравнениях 

лучше всегда это делать, независимо от того пробовали вы записать ОДЗ или нет.  
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ТЕСТ 5.05. 

Решить уравнения: 

1. 3 4 4 2x x x     

2. 1 9 2 12x x x      

3. 2 1 2 5 10 0x x x       

4. 8 1 3 5 7 4 2 2x x x x        

5. 3 2 1 3 2 0x x x       

6. 1 2 5 2 0x x x       

7. 5 1 6 2 6 2 3 0x x x x         

8. 2 1 3 2x x x     

9. 2 2 3 4 7x x x      

10. 2 4 6x x x      

11. 3 3( 1)x x x     

12. 1 1 3 1x x x      

13. 8 9 5 4 5 5 0x x x x         

14. 2 3 3 2 2 5 3x x x x       

15. 11 3 2 9 7 2x x x x        

 

ОТВЕТЫ: 

1 2 3 4 * 5 6 7 8 9 

4 8; 7 2 3 1 3 
5

4
; 3 4 2 

10 11 12 13 14 15 ** 

12

5
; 4 4 1 −

1

6
; –1 3 2 

* В некоторых случаях имеет смысл отступить от базового алгоритма и возвести в квадрат 

разность корней. В этом случае правильно записать ОДЗ уже не получится, при этом мы почти 

наверняка получим несколько лишних корней. Поэтому в таких ситуациях нужно обязательно 

выполнять проверку всех корней подстановкой в первоначальный вид уравнения, а про 

ОДЗ можно уже даже и не задумываться. Дело в том, что бывает так, что возведение в квадрат 

разности приводит к тому, что выражения сильно упрощаются, много чего сокращается. Такая 

выгода стоит того, чтобы потом проверить все корни подстановкой. Итак, в нашем случае: 

8 1 3 5 7 4 2 2x x x x        

Перегруппируем корни так чтобы потом всё посокращалось и возведем в квадрат обе стороны 

уравнения: 

      

8 1 2 2 7 4 3 5

8 1 2 8 1 2 2 2 2 7 4 2 7 4 3 5 3 5

x x x x

x x x x x x x x

      

            
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После того как большая часть этих выражений сократиться, получим: 

     

     

1

2

8 1 2 2 7 4 3 5

8 1 2 2 7 4 3 5

3

1,2

x x x x

x x x x

х

х

    

    




 

 

Проверка подстановкой в исходное уравнение покажет, что подходит только первый корень. 

** Данное уравнение решается методом оценки ОДЗ, итак: 

11 3 2 9 7 2x x x x        

ОДЗ: 

11 3 0

2 0

9 7 0

2 0

х

х

х

х

 


 


 
  

 

Нетрудно увидеть, что такому ОДЗ удовлетворяет только одно число, это число х = 2. Таким 

образом, либо наш корень будет равен 2, либо он всё равно не удовлетворит ОДЗ. В таком 

случае даже и искать корни не нужно. Непосредственной подстановкой в уравнение 

убеждаемся, что действительно при х = 2, получается верное тождество. Таким образом, число 2 

это корень. Других корней быть и не может. 
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5.06. Иррациональные уравнения. 

Корень в корне. 
 

Применяем все ранее пройденное дважды и терпеливо возводим и возводим в квадрат. 

 

ПРИМЕР. Решить уравнение 3 5 x x   .  

РЕШЕНИЕ. Запишем ОДЗ и возведем обе части в квадрат: 

0

5 0

3 5 0

3 5

x

x

x

x x




 


  
   

. 

Первые два неравенства запишем в виде 0 5x  , а третье решать не будем. Во-первых, оно 

выполняется для любых допустимых значений x  (сумма двух положительных выражений не 

может быть отрицательной), а если бы даже и не выполнялось, то мы бы просто подставили в 

выражение 3 5 0x    все найденные корни и проверили бы их на соответствие ОДЗ. В 

уравнении 3 5 x x    переносим число 3 вправо и снова возводим в квадрат: 
25 6 9x x x    . 

Не забудьте про возникающую в этом месте дополнительную ОДЗ! 3 0x  ! Тогда: 

2

0 5

3 5 0

3

5 4 0

x

x

x

x x

 


  



   

. 

Не забываем проверить полученные корни. 

ОТВЕТ: 4x  . 

 

 

ТЕСТ 5.06. 

Решить уравнения: 

1. 21 1 34x x x     

2. 21 42 1x x x     

3. 25 1 2 3 1x x x       

4. 11 11 4x x x x       

 

ОТВЕТЫ: 

1 2 3 4 

19/2 19/2; 0 –37; 6 5 
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5.07. Иррациональные уравнения. 

Корень и модуль. 
 

Сначала в квадрат, а потом еще и модуль раскрывать, каждую из этих операций производим 

аккуратно, с использованием ранее изученных формул. Ну и ОДЗ не забывайте. 

 

ПРИМЕР. Решить уравнение 1 2 1 2x x   .  

РЕШЕНИЕ. Запишем ОДЗ и возведем обе части в квадрат: 

 
2

1 2 0

1 2 1 2

x

x x

 


  

 

Конечно, дальше можно раскрывать модуль в двух случаях (что вам и придется делать в 

последующих примерах). Но с учетом ОДЗ очевидно, что случай только один. Действительно, 

если 1 2 0x  , то 1 2 1 2x x   . Тогда получаем систему: 

 
2

1 2 0

1 2 1 2

x

x x

 

  

 

Решаем, проверяем корни на соответствие ОДЗ и получаем: 

ОТВЕТ: 0x   или 
1

2
x  . 

 

 

ТЕСТ 5.07. 

Решить уравнения: 

1. 1 1x x    

2. 7 2 2 7x x    

3. 5 1x x    

4. 15 3x x    

5. 12 32x x   

6. 16 4x x    

7. 8 2x x    

8. 2 3 1x x x     

9. 21 2 1x x x     

10. 
24 2 2x x x     

11. 
2 1 2 1x x x x      

12. 22 3 1 1x x x x      
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13. 21 1x x x x      

14. 24 2x x     

15. 21 4 2 1x x     

 

ОТВЕТЫ: 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0; –1 7/2; 4 1 6 
8; 4; 

2 17 6  
7 4 2 0; 3/5 

10 11 12 13 14 15 

–2; 0 0; 7/8 –7/2; 0; 3/2 3/5 2 1/2 
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5.08.Н.П. Иррациональные уравнения. 

Разбиение на случаи. 
 

Часто, не задумываясь, пишут: 

ab a b   
Это так только если: 

0a     0b   
А если: 

0a     0b   
То: 

ab a b     
 

 

ТЕСТ 5.08. 

Решить уравнения: 

1. 2 2 22 4 3 1x x x x x        

2. 2 2 24 3 3 2x x x x x x        

3. 2 2 24 2 8 6 8x x x x x        

4. 2 2 23 2 6 8 11 18x x x x x x         

5. 2 22 5 2 2 3 6x x x x x        

6. 2 2 22 5 2 2 3 2x x x x x x         

7. 2 2 22 2 8 16 3 13 4x x x x x        

8. 2 2 23 10 3 2 8 12x x x x x x         

 

ОТВЕТЫ: 

1 2 3 4 5 6 7 8 

1 

1; 

5 − 2√7

3
 

2; 

−2 − 4√13

3
 

0; 2 1; –2; 13 

2; 

−
√5

2
 

4 

–2; 

−2 + 2√91

3
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5.09.П. Иррациональные уравнения. 

Домножение на сопряженное. 
 

ПРИМЕР. Решить уравнение    1 1 1 2 5x x x x      . 

РЕШЕНИЕ. Умножим обе части уравнения на выражение  1 1x   и перейдем к уравнению-

следствию: 

     1 1 1 1 1 2 5 1 1x x x x x x          , 

     1 1 1 2 5 1 1x x x x x        , 

   1 2 5 1 1x x x x x      . 

Это уравнение равносильно совокупности: 

0,

1 2 5 1 1.

x

x x x




     
 

Решим второе уравнение совокупности: 

1,
2.

2 5 1;

x
x

x

 


  
 

Осталось провести проверку. Подставляем вероятные корни х = 0 и х = 2 в исходное уравнение. 

Очевидно, что проверку проходит только корень х = 2. 

ОТВЕТ: 2x  . 

 

ВНИМАНИЕ: Всегда, когда мы домножаем всё уравнение на какое-нибудь выражение с 

переменной мы рискуем получить в итоге лишние корни. Дело в том, что у того множителя на 

который мы домножили всё уравнение могут быть свои корни, не совпадающие с корнями нашего 

первоначального уравнения. И эти значения переменной будут обращать домноженное уравнение 

в верное тождество, ведь с обоих сторон наш искусственно добавленный множитель будет 

занулять всё выражение. Таким образом, данные значения точно окажутся среди конечных 

ответов. Эти корни (если они не совпадают с корнями основного уравнения) и будут лишними, 

ведь мы их сами же и добавили. Рассмотрим это явление на простейшем примере. Пусть у нас есть 

уравнение: 

2 3х   

Очевидно, что у такого уравнения один корень: х = 1. Но предположим, нам по каким-то причинам 

нужно было домножить это уравнение скажем на (х – 2), получим: 

    2 2 3 2х х х     

Теперь, корень того множителя, на который мы домножили, а именно х = 2, также обращает наше 

уравнение в верное тождество, при таком значении х получим: 0 = 0. Кроме того, если мы 

продолжим решать домноженное уравнение, то получим: 
2

2

1

2

4 3 6

3 2 0

2

1

х х

х х

х

х

  

  






 

Таким образом, кроме настоящего корня первоначального уравнения (х = 1), у нас появился еще и 

корень множителя (х = 2), на который домножали, но в этом месте он появился уже под видом 

корня самого уравнения, хотя таковым не является. 

Этот пример служит лишь для демонстрации самого явления, понятно, что в таком примере и 

домножать то ни на что не нужно, и ошибиться сложно. Но важно понимать, что по такому же 
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механизму корни множителей на которые нам действительно пришлось домножить какое-либо 

сложное уравнение появляются среди корней всего этого уравнения. 

Это замечание особо актуально в этой теме. Так как здесь мы постоянно домножаем уравнение на 

сопряженное, которое также является множителем с переменной, у которого часто могут быть и 

корни. 

Поэтому, в случае если Вы домножали любое уравнение на множитель с переменной в ходе его 

решения, то все корни нужно обязательно проверять непосредственной подстановкой в 

первоначальный вид уравнения. В том числе, такую проверку нужно обязательно выполнять 

при решении следующего теста. 

 

 

ТЕСТ 5.09. 

Решить уравнения: 

1. 2 22 3 5 2 3 5 3x x x x x       

2.    1 1 10 4x x x      

3.   21 1 1 7x x x x x        

4. 
6 6

66 6

x x x

x x

  


  
 

5. 2 25 2 1 1 6x x x x x        

6. 5 7 4 4 3x x x      

7. 2 22 8 6 1 2 2x x x x       

8. 17 17
4

x
x x     

9. 20 20
2

x
x x     

10. 
20 20

6
x x

x x

 
   

11. 
20 20

6
x x

x x

 
   

 

ОТВЕТЫ: 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

4 –1 2 6; –6; 0 
1

6
 −

3

4
 1; –1 

Нет 

решений. 
16 

10 11 

12 
Нет 

решений. 
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5.10. Иррациональные уравнения. 

Замена переменных. 
 

ПРИМЕР. Решить уравнение 
13

4 5 9
5

x
x

  


. 

РЕШЕНИЕ. Пусть 5x t  . Тогда 
13

4 9t
t

  . Имеем: 

24 9 13 0t t   . 

Тогда: 

13
,

4

1.

t

t


 




 

Понятно, что подходит только 1t  . Итак, исходное уравнение равносильно такому: 

5 1x   , 

6x  . 

ОТВЕТ: 6x  . 

 

 

ТЕСТ 5.10. 

Решить уравнения: 

1. 
4

4 1 6 0
1

x
x

   


 

2. 
4 1

5 25 1 2 5x x


  
 

3. 
3

25 3 22
3

x
x

  


 

4. 
16 9

1
25

x

x


  

5. 
4

3 2
3 3

x
x

  
 

 

6. 
2 2

4 3
2 2

x x

x x

 
  

 
 

7. 
1 1 3

1 1 2

x x

x x

 
 

 
 

8. 
4 3

2
22

x

x


 


 

9. 
3

3

4 3
2

52

x

x


 


 

10. 
8

10 2 2
10 2

x
x
  


 

11. 
4

8
2

x
x

x


 


 

12. 2 211 11 42x x     

13. 2 22 24 39x x    

14. 2 22 41 26x x    

15. 43 6 5 3x x     

16. 2 2432 2 32 3x x     

17. 
5

4 4
5

x x

x x


 


 

18. 
2 1 1

2 1
1 2 1

x x

x x

 
 

 
 

19. 
2 2( 1)

1
1

x x

x x


 


 

20. 
4 4 7

2
34 4

x x

x x

 
 

 
 

21. 
1 5

21

x x

xx


 


 

22. 
1

2 3
1

x x

x x


 


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23. 2 2415 15 2x x x x      

24. 2 22 3 5 2 3 9 3 0x x x x       

25. 2 2 2 8 12 2x x x x      

26. 2 22 2 4 12 4 8x x x x      

27. 2 24 6 2 8 12x x x x      

28. 2 23 15 2 5 1 2x x x x      

29. 2 23 7 3 ( 3) 22x x x x       

30.    
3 2

1 1 2x x x x       

31. 2 2 25 2 2 17x x x x x x        

32. 2 2 24 1 2 2 9x x x x x x         

 

ОТВЕТЫ: 

1 2 3 4 5 6 7 8 

–3/4 –4,84 4 1 –2 0 3/5 36 

9 10 11 12 13 14 15 16 

8; 27 3 9 5; –5 7; –7 4; –4 19; 84 7; –7 

17 18 19 20 21 22 23 24 

5

3
 

5

2
 –2 5 

1

3
 −

4

3
 1 3; −

9

2
 

25 26 27 28 29 30 31 32 

–4; 2 1 ± √3 2 0; –5 6; –3 0 
−1 ± √17

2
 0; –1 
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5.11.П. Замена переменных с корнями 

высоких степеней. 
 

ПРИМЕР. Решить уравнение 3 23 2 3x x  . 

РЕШЕНИЕ. Преобразуем уравнение: 
1 2

3 32 3x x    

Пусть 
1

3 3x x t  . Тогда: 
22 3 0t t    
3

3

1,1, 1,

273 3

82 2

xt x

xt x

   
   
      
 

 

ОТВЕТ: 1x   или 27 8x   . 

 

 

ТЕСТ 5.11. 

Решить уравнения: 

1. 5 35 2x x x   

2. 8 54 2x x x   

3. 20 21 5 42 5 712x x x   

4. 
3 23

33 2

1 1
4

11

x x x

xx

 
 


 

5. 3 23 4 4 0x x x    

6. 55 56x x x x   

7. 22 14 715 15155 4 12x x x x    

8. 14 2 3 45 10 52 24x x x x x    

9. 8 5 412 0x x x    

 

ОТВЕТЫ: 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

–1; 

2√4
3

 
1 36/5 8 ±2√2 1024 0; 4 0; 16 

0; 

38/3 
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5.12.П. Иррациональные уравнения. 

Замена переменных сложная. 
 

ПРИМЕР. Решить уравнение 
24 4

16 6
2

x x
x x

  
    . 

РЕШЕНИЕ. Обратите внимание, что в правой части стоит конструкция, смутно напоминающая 

числитель левой части в квадрате. Попробуем применить соответствующую замену. Пусть

4 4x x t    . Естественно, что 0t  . Тогда, возведя в квадрат обе части последнего 

равенства, получим: 

 
2

24 4x x t     

24 2 4 4 4x x x x t          
22 2 4 4x x x t       

Теперь сравним правую часть исходного уравнения и полученное нами выражение. Имеем: 
2

2 16
2

t
x x    

Итак, исходное уравнение преобразуется к виду: 
2

6
2 2

t t
   

Отсюда 4t   или 3t    (очевидно не подходит). Тогда: 

4 4 4x x     
Далее: 

2 2 4 4 16,

4;

x x x

x

      



 

2 16 8 ,

4;

x x

x

   



 

2 216 (8 ) ,

4,

8 0;

x x

x

x

   



  

 

2 216 64 16 ,

4 8.

x x x

x

    


 
 

ОТВЕТ: 5x  . 

 

 

ТЕСТ 5.12. 

Решить уравнения: 

1. 1 3 2 ( 1)( 3) 4 2x x x x x         

2. 22 3 1 3 2 2 5 3 16x x x x x         

3. 
2

2 5 2
2 5

x
x x

x
  


 

4. 2( 4)( 1) 3 5 2 6x x x x       

5. 24 12 1 27(1 )x x x x     
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6. ( 6)( 2) 2 6 2x x x x x         

7. 
3 3

3 3

(34 ) 1 ( 1) 34
30

34 1

x x x x

x x

    


  
 

8. 3 3 66 3 2 5 ( 3)( 2)x x x x       

9. 25 1 3 2 2( 4 )x x x x     

10. 
2

1 1 35

121x x
 


 

 

ОТВЕТЫ: 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 * 

1  3 1 + √6 –7;  2 
3;  

81−9√97

8
 

3 7;  26 

190

63
;  

2185

728
 

1 

3

5
;  

4

5
; 

1 49 5 73

7 2


  

* ОДЗ:    1; 0 0;1х  . Возведем все уравнение в квадрат и просуммируем первые две дроби, 

после этого у нас получится ввести замену: 

 

 

 

2 2 2 22 2

1
2

2

2

2 2

2

2 2

2

1 1 2 1225 1 2 1225

1 144 14411 1

25

1 1225 12
2 0

491441

12

144
1

1 25 625

0121

1 49 144
1

12 24011

0

x x x xx x x x

t

t t t
x x t

x x

xx x

x x
x x

x

    
  




      
   




           


   

Прорешав полученные уравнения с учетом записанных ограничений получим корни из ответа. 

Главное в этом примере очень аккуратно выполнять расчеты. 
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5.13.П. Иррациональные уравнения. 

Двойная замена переменных. 
 

ПРИМЕР. Решить уравнение 
2 23 3 3(2 ) (7 ) (7 )(2 ) 3x x x x       . 

РЕШЕНИЕ. Пусть 3 2 x a  , 3 7 x b  . Тогда имеем систему уравнений: 

2 2

3 3

3,

9;

a b ab

a b

   


 
 

Постойте-ка! А откуда мы взяли второе уравнение? Мы составили его сами. Для этого мы так 

подобрали комбинацию новых переменных a и b, чтобы в полученном выражении не было x, 

действительно: 

   
3 3

3 3 3 32 7 2 7 9a b x x x x           

Продолжим решение: 
2 2

2 2

3,

( )( ) 9;

a b ab

a b a b ab

   


   
 

2 2 3,

3;

a b ab

a b

   


 
 

2,

3;

ab

a b




 
 

1,

2;

2,

1.

a

b

a

b

 



 




 

Тогда: 

3

3

3

3

2 1,

7 2; 1,

6.2 2,

7 1;

x

x x

xx

x

  

    
 

   


 

 

ОТВЕТ: 1x   или 6x   . 

 

 

ТЕСТ 5.13. 

Решить уравнения: 

1. 3 39 1 7 1 4x x       

2. 32 3 2 0x x     

3. 3 7 3 0x x     

4. 4 48 8 2x x     

5. 4 418 5 64 5 4x x     

6. 3 312 14 2x x     
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7. 3 313 22 5x x     

8. 3 2 1 5x x     

9. 3 2 1 1x x     

10. 3 24 12 6x x     

11. 3 345 16 1x x     

12. 3 3 354 54 18x x     

13. 3 37 1 2x x     

14. 3 316 3 1x x     

15. 3 32 11 2 11 4x x     

16. 4 480 2 4x x     

17. 4 497 5x x    

18. 3 4 1 1x x     

19. 2 23 3 3( 3) (6 ) ( 3)(6 ) 3x x x x        

20. 2 23 3 3( 4) ( 5) ( 4)( 5) 3x x x x        

21. 2 23 3 3(8 ) (27 ) (8 )(27 ) 7x x x x        

 

ОТВЕТЫ: 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0 2 1 8 −
17

5
; 
63

5
 –15; 13 –14; 5 10 1; 2; 10 

10 11 12 13 14 15 16 17 18 

–88; 

–24; 3 
80; –109 4416 7 –11; 24 

Нет 

решений. 
–79; 1 16; 81 3 

19 20 21 

–2; 5 –3; 4 –19; 0 
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5.14.П. Иррациональные уравнения. 

Выделение полного квадрата. 
 

ПРИМЕР. Решить уравнение 3 4 1 8 6 1 1x x x x        . 

РЕШЕНИЕ. Проведем замену переменных 1x t  . Тогда 21x t  , 2 1x t  . Преобразуем 

выражения под корнями: 

2 21 3 4 1 8 6 1t t t t         

2 24 4 6 9 1t t t t       

2 2( 2) ( 3) 1t t     

В этом месте важно не сделать ошибку при извлечении корня. Вы ведь помните, что 
2a a , а 

не просто a. 

2 3 1t t     

Теперь внимательно решаем уравнение с модулями. Получаем, что 2 3t  . 

2 1 3x    

Возводим обе части в квадрат: 

4 1 9x    

ОТВЕТ: Любое число из интервала 5 10x  . 

 

 

ТЕСТ 5.14. 

Решить уравнения: 

1. 6 2 5 6 2 5 6x x x x         

2. 4 4 8 4 4 8 2x x x x         

3. 2 1 2 1 3x x x x       

4. 2 2 5 2 3 2 5 7 2x x x x         

5. 2 1 2 1 2x x x x       

6. 5 4 1 2 2 1 1x x x x         

7. 2 2 1 2 2 1 2x x x x         

 

ОТВЕТЫ: 

1 2 3 4 5 6 7 

4 9 
Нет 

решений. 
15 𝑥 ≥ 2 0 ≤ 𝑥 ≤ 3 −1 ≤ 𝑥 ≤ 0 
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5.15. Простые системы иррациональных уравнений. 
 

ПРИМЕР. Решить систему уравнений 
2 2 3

2 5

x y

x y y x

   


   

 

РЕШЕНИЕ. Возведем оба уравнения системы в квадрат: 

2 2

2 2 9

2 5 2

x y

x y y xy x

  


    
 

Решаем полученную систему методом подстановки и получаем, что возможны два решения: 

1

5

x

y





   и   

10 / 3

1/ 3

x

y





 

Теперь самое интересное! Внимательно посмотрите на второе уравнение системы. У него есть 

правая часть, которая не может быть отрицательной. Тогда 0y x   или y x . Поэтому второе 

решение не подходит. 

ОТВЕТ: (1; 5). 

 

 

ТЕСТ 5.15. 

Решить системы уравнений: 

1. 
2 1 1

3 2 4

x y x y

x y

     


 

 

2. 
3

17

x y

x y

  


 

 

3. 
3

4

x y x y

x y

    


 

 

4. 
6

2 37

x y x y

x y

    


 

 

Найти целочисленные решения систем уравнений: 

5. 
3 1 2

2 2 7 6

x y

x y y

   


   

 

6. 
1 3

3 8 2 12

x y

x y y

   


   

 

7. 
3 8 4

2 4 6 3

y x

y x x

   


   

 

8. 
3 5 3 4

1 2 2

x y

x y y

   


   
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Решить системы уравнений: 

9. 

2 1 2
2

2 2 1

6

x y

y x

x y

  
 

 


 

 

10. 

3 2 2
2

2 3 2

5

x y x

x x y

x y

 
 




 

 

11. 

1 2 3

2 1 2

2 13

x y

y x

x y

  
 

 


 

 

12. 

10

3

3

x y x y

x y x y

x y

  
 

 


 

 

 

ОТВЕТЫ: 

1 2 3 4 5 6 

 2; 1   16;1  
5 3

;
2 2

 
 
 

  13;12   0;1   1;7  

7 8 9 10 11 12 

 1;3   1;2   3;3   10;5   19;3  

 15; 12

5 4
;

3 3



 
 
 
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5.16.П. Интересные системы 

иррациональных уравнений. 
 

ПРИМЕР. Решить систему уравнений: 
3 32 2 3,

2 7.

x y x y

x y

     


 
 

РЕШЕНИЕ. Запишем систему в виде: 

3 32 2 3,

2 2 9.

x y x y

x y x y

     


    
 

Далее замена переменных очевидна: 3 2x y a  , 3 2x y b   . Имеем: 

3 3 2 2

2 2

3, 3,

9; ( )( ) 9;

1,

2;3,

3; 2,

1.

a b a b

a b a b a ab b

a

ba b

a ab b a

b

    
 

      

 


  
    




 

Исходная система равносильна совокупности двух систем: 

а) 
3

3

13
,

2 1, 2 1, 3

2 8; 52 2; .
3

x
x y x y

x yx y y


     

  
        



 

б) 
3

3

2 2, 2 8, 2,

2 1; 3.2 1;

x y x y x

x y yx y

      
  

       

 

ОТВЕТ: 
13 5

;
3 3

 
 

 
,  2;3 . 

 

 

ТЕСТ 5.16. 

Решить системы уравнений: 

1. 
2 1 1,

3 2 4.

x y x y

x y

     


 
 

2. 
2 2

2 2

5 5 5,

13.

x y

x y

    


 

 

3. 

3
,

4

20.

x y xy

x y


 


  

 

4. 
3 3 3,

8.

x y

xy

  



 

5. 
3 3 2,

27.

x y

xy

  



 

6. 

5 34
,

5 15

12.

x y x

x x y

x y

 
 




 

 

7. 

2

3 2 4
2 2,

3 2

3( 1) ( 1)( 1).

y x y

y y x

x y y x

 
 




    

 

8. 
4 41 5 5 3,

5 11.

x y

x y

    


 
 

9. 

2 23

2 23

80,

5.

x x xy

y y yx

  


 
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10. 
2 29 9 2 1 1 2 ,

6 2.

x x y y

x y

     


 

 

11. 
4 9 2 7,

3 2 12.

x y x y

x y

      


  

 

12. 
2 3 7,

3 2 22.

x y x y

x y

     


 
 

13. 
2 2 2

3 2 3 5,
3

3 2 5.

x x y y

y x


    


  

 

14. 

2 2

3 4,

4 3 0.

x y x y

x y x y

x x y y

  
 

 


   

 

15. 
37 3 4,

20.

xy xy

x y

  


 
 

16. 

2 2 2 2

2 2 2 2

2

17
,

4

( ) 4 52.

x x y x x y

x x y x x y

x x y x xy

    
 

   


    

 

17. 

2 2

20
,

34.

x y
x y

x y x y

x y

 
  

 


 

 

18. 
2 1,

5 5 4.

y x

x y

x y x y


 




   

 

19. 
4 4 4,

8.

x y x y

x y x y

    


   

 

20. 

2 2

1 1
2 2,

( 1) ( 1) 4 .

x y
y x

x y y x xy


   




   

 

 

ОТВЕТЫ: 

1 2 3 4 5 

(2; –1) 

(2;3); 

(2; –3); 

(–2;3); 

(–2; –3) 

(4;16); (16;4) (8;1); (1;8) 
(27;1); 

(–1; –27) 

6 7 8 9 10 

(
20

3
;
16

3
); 

(
108

125
;
1392

125
) 

(1;2); (2;4) 
(3;4); 

(0; –11) 

(8;1); 

(8; –1); 

(–8;1); 

(–8; –1) 

(
2

3
;−2) 

11 12 13 14 15 

(–2;3); (12;24) (–10;26); (4;5) (2;3); (−
14

9
;
17

27
) 

(–4;0); 

(−
40

41
; −

32

41
) 

(
10 + 3√11;

10 − 3√11
) ; 

(
10 − 3√11;

10 + 3√11
); 

(16;4); (4;16) 

16 17 18 19 20 

(5;4); 

(–5; –4); 

(15; –12); 

(–15;12) 

(5;3); 

(5; –3); 

(−√
59

2
;±

3

√2
) 

 

(1;4) (41;40); (1;1) 
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