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7.01.Н. Простые иррациональные неравенства. 
 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Два неравенства 1 1( ) ( )f x g x  и 2 2( ) ( )f x g x  называются равносильными 

(эквивалентными), если множество решений первого неравенства совпадает со множеством 

решений второго неравенства. 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Два уравнения 1 1( ) ( )f x g x  и 2 2( ) ( )f x g x  называются равносильными на 

множестве M , если совпадают множества их решений, принадлежащие множеству М. 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Если множество решений неравенства 2 2( ) ( )f x g x  содержит множество 

решений неравенства 1 1( ) ( )f x g x , то неравенство 2 2( ) ( )f x g x  называется следствием 

неравенства 1 1( ) ( )f x g x . 

 

ТЕОРЕМА. Пусть для любого x M  ( ) 0f x   и ( ) 0g x  . Тогда уравнения ( ) ( )f x g x  и 

   ( ) ( )
n n

f x g x , n  равносильны на множестве М. 

 

ТЕОРЕМА. Неравенство 2 2( ) ( )n nf x g x , n , равносильно системе: 

( ) ( ),

( ) 0.

f x g x

g x





 

 

ТЕОРЕМА. Неравенство 2 ( ) ( )n f x g x , n , равносильно совокупности двух систем: 

 
2

( ) 0,

( ) 0;

( ) 0,

( ) ( ) .
n

g x

f x

g x

f x g x

 



 
 

 

 

ТЕОРЕМА. Неравенство 2 ( ) ( )n f x g x , n , равносильно системе: 

 
2

( ) 0,

( ) ( ) ,

( ) 0.

n

g x

f x g x

f x









 

 

ПРИМЕР. Решить неравенство: 
2 3 1 3 4x x x     

РЕШЕНИЕ. Данное неравенство равносильно системе 
2 3 1 3 4

3 4 0

x x x

x

    


 
 

Что мы записали? Правильно, мы возвели в квадрат обе части неравенства. Так как они обе заведомо 

неотрицательны, то знак неравенства при этом не изменился. Второе неравенство – это ОДЗ. Почему 

ОДЗ наложено только на второй корень? На самом деле, можно было писать еще одно неравенство 
2 3 1 0x x   , ошибки при этом бы не возникло. Но ведь из первого неравенства системы видно, 

что 2 3 1 3 4x x x    . Поэтому при выполнении условия 3 4 0x   требование 2 3 1 0x x    будет 

выполняться автоматически. Таким образом мы сделаем решение менее громоздким. 

Итак, ОДЗ накладывается на то подкоренное выражение, которое меньше. 
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   ;1 5; ,( 5)( 1) 0,

4 4
; .

3 3

xx x

x x

     
 
 

  
 

 

Решаем графически систему неравенств (см. рисунок): 

 
ОТВЕТ: 5x  . 

 

 

ТЕСТ 7.01. 

Решить неравенства: 

1. 22 8x x    

2. 1 1x x    

3. 2 25 1 4x x x x     

4. 22 5 6 3x x x      

5. 2 22 6 3 4x x x x      

6. 2 7 5 3 4x x x     

7. 2 24 4 2 1 2x x x x      

8. 2 22 6 4x x x     

9. 
1

3
2

x
x

 


 

10. 
2 3 2

4 1 2

x x

x x

 


 
 

11. 
8 2

10 2

x

x x




 
 

12. 
2

2 1 1

2

x

x x x




 
 

 

ОТВЕТЫ: 

1 2 3 

2 2 2x   1x   
1

0
2

x   

4 5 6 

3 15

2
x

 
  

4 3x     и 

1
0

3
x    

9x   

7 8 9 

1 1

2 3
x    и 

1
1

2
x   

2x    и 2x   
5 5

2
x


  

10 11 12 

2 4x   Нет корней. 1 2 2x      и 

0x   
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7.02.Н. Неравенства «корень меньше». 
 

ПРИМЕР. Решить неравенство: 
22 3 5 1x x x     

РЕШЕНИЕ. Не забывайте наложить ограничение на правую часть! ОДЗ неравенства состоит из 

двух частей: неотрицательность подкоренного выражения и неотрицательность правой части. С 

учетом ОДЗ возводим в квадрат обе части неравенства и переходим к системе: 

2

2 2

1 0

2 3 5 0

2 3 5 ( 1)

x

x x

x x x

 


  


   

      

1

5
( 1) 0

2

( 3)( 2) 0

x

x x

x x



  

    
 

   

 

Решаем систему графическим методом (см. рисунок): 

 

ОТВЕТ: 
5

;3
2

x
 

 
 

. 

 

 

ТЕСТ 7.02. 

Решить неравенства: 

1. 7x x   

2. 2 3 10 8x x x     

3. 2 3 3 2 1x x x     

4. 24 2 4x x    

5. 24 4x x x    

6. ( 6)( 12) 1x x x     

7. ( 3)(2 ) 3 2x x x     

8. 2 3 18 4x x x     

9. 2 3 5x x x    

10. 5 1 2x x     

11. 
2

4 3 1

4 2

x

x


   

12. 4 1 2 0x x      

 

ОТВЕТЫ: 

1 2 3 4 5 6 

1 29

2
x


  

2x    и 

74
5

13
x   

2

3
x   

8
2

5
x     и 

0 2x   

0 2x   
71

6
16

x   и 12x   

7 8 9 10 11 12 

2 3x   3x    

 ; 0

25
3;

7

x  

 
 
 

 0 4x   
4 3

1
3

x   
13 5

1
2

x
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7.03.Н. Неравенства «корень больше». 
 

ПРИМЕР. Решить неравенство: 
2 7 12 6x x x     

РЕШЕНИЕ. Здесь надо рассмотреть два случая. 

Во-первых, если правая часть отрицательна, то неравенство заведомо выполняется при любых 

возможных значениях подкоренного выражения. Получаем систему: 

2

6 0

7 12 0

6

( 3)( 4) 0

x

x x

x

x x

 


  




  

, 

Которую решаем графическим методом (см. рисунок): 

 
В результате 6x  . 

Во-вторых, если правая часть неотрицательна, то возводим в квадрат обе части и получаем систему 

неравенств: 

2 2

6
6 0

24
7 12 (6 )

19

x
x

xx x x


  

 
    



, 

Которую решаем графическим методом (см. рисунок): 

 

В результате 
24

6
19

x  . 

Объединяем решения (решаем совокупность неравенств): 

6

24
6

19

x

x
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ОТВЕТ: 
24

19
x  . 

 

 

ТЕСТ 7.03. 

Решить неравенства: 

1. 2 4 3x x    

2. 2 2 4x x x    

3. 2 6 5 8 2x x x      

4. 4 2 3x x     

5. 2 5 24 2x x x     

6. 
3 8

2
x

x
x


   

7. 22 5 6 2x x x     

8. ( 4)( 3) 6x x x     

9. 2 8 12 4x x x      

10. 2 4 3x x x    

11. 
3 27

3
x

x
x


   

 

ОТВЕТЫ: 

1 2 3 

Корней нет. 
8

3
x   3 5x   

4 5 6 

3 5
1

2
x

 
   3x    2x    и 0x   

7 8 9 

10x    и 1x   
24

19
x   6 4 2x      

10 11 

0x   и 
9

2
x   3x    и 0x   
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7.04.Н.П. Обобщенный метод интервалов. 
 

ПРИМЕР. Решить неравенство: 2 2( 3) 4 9x x x     

РЕШЕНИЕ. Перепишем исходное неравенство в таком виде: 

 2( 3) 4 3 0x x x      

Решать будем обобщенным методом интервалов. При решении этим методом действуйте по 

схеме: 

1. Определите ОДЗ; 

2. Преобразуйте неравенство так, чтобы в правой части был ноль (в левой части, если это 

возможно, приведите к общему знаменателю, разложите на множители и т.п.); 

3. Найдите все корни числителя и знаменателя и нанесите их на числовую ось, причём, если 

неравенство нестрогое, закрасьте корни числителя; 

4. Найдите знаки на каждом из интервалов, подставляя в преобразованное неравенство число 

из данного интервала. НЕЛЬЗЯ РАССТАВЛЯТЬ ЗНАКИ ПО ПРИНЦИПУ ПЛЮС – 

МИНУС – ПЛЮС; 

5. Найдите пересечение ОДЗ и удовлетворяющих неравенству промежутков, при этом не 

потеряйте отдельные точки, удовлетворяющих неравенству. 

Итак, запишем ОДЗ: 2 4 0x   . Неравенство, очевидно, выполняется при x R . 

Найдем все нули функции. Для этого приравняем к нулю каждую скобку по очереди: 

1) 3 0x  , 

3x   

2) 2 4 3 0x x    , 

2 4 3x x   , 
2 24 6 9

3 0

x x x

x

    


 
 

5

6
x   . 

Изображаем числовую ось, наносим на нее точки 
5

6
x    и 3x  . Расставляем знаки, подставляя x  

на каждом интервале! 

 

ОТВЕТ:  
5

; 3;
6

x
 

    
 

. 
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ТЕСТ 7.04. 

Решить неравенства: 

1. 2 2( 1) 1 1x x x     

2. 
2 1

1
2

x

x





 

3. 
20

1 0
x

x


   

4. 
21 1 4

3
x

x

 
  

5. 
2 28 2 8 2

10 2 9

x x x x

x x

   


 
 

6. 
2 212 12

2 7 5

x x x x

x x

   


 
 

7. 
2 26 6

2 5 4

x x x x

x x

   


 
 

8. 
2 23 2 3 2

8 2 1

x x x x

x x

   


 
 

9. 
2 215 2 15 2

3 9 4 5

x x x x

x x

   


 
 

10. 
2 22 2

4 2 11

x x x x

x x

   


 
 

 

ОТВЕТЫ: 

1 2 3 

1x    
1

2
2

x   и 5x   20 0x    и 5x   

4 5 6 

1 1

2 2
x    и 0x   2x   и 4 1x    4x    и 2 3x   

7 8 9 

3x   и 2 1x     

3x   , 

и 
1

1
2

x   , 

и 4 5x   

5
3

4
x     

и 4x   

10 

2x    и 1x   
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7.05.Н. Еще раз обобщенный метод интервалов. 
 

ПРИМЕР. Решить неравенство: 2( 1) 2 0x x x     

РЕШЕНИЕ. Запишем ОДЗ: 
2 2 0x x    

( 2)( 1) 0x x    

Найдем все нули функции: 

1) 2 2 0x x   , 

2x   или 1x   , 

2) 1 0x  , 

1x  . 

Наносим на числовую ось полученные точки и расставляем знаки на каждом полученном 

промежутке. Не забываем про ОДЗ! 

 
На нижней части рисунка знаки расставлены не везде: ОДЗ не позволяет их определить. ВАЖНО! 

Не забудьте про точку: 1x   ! 

ОТВЕТ: 1x    и 2x  . 

 

 

ТЕСТ 7.05. 

Решить неравенства: 

1. ( 10) 4 0x x    

2. ( 2) (4 )(5 ) 0x x x     

3. ( 12) 3 0x x    

4. ( 1) 4 7 0x x x     

5. 2 2( 2) ( 1) 7 0x x x     

6. 2( 3) 2 0x x x     

7. 2( 1) 2 0x x x     

8. 2( 2) 16 0x x    

9. 
22 15 17

0
10

x x

x

 



 

10. 2(7 2) 9 0x x    

11. 2( 8) 5 4 0x x x     

12. 2(2 3) 9 10 1 0x x x     
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13. 2 2( 1) 4 0x x    

14. 2 2( 9) 16 0x x    

15. 2 2( 3 10) 2 5 2 0x x x x      

 

ОТВЕТЫ: 

1 2 3 

4x      2;4 5;x     3;12x  

4 5 6 

 4; 1x     7;x        3; 2 1x    

7 8 9 

   2; 1x       4;2 4x    
17

; 1;10
2

x
 

   
 

 

10 11 12 

 
2

;3 3
7

x
 

   
 

      ; 8 1 4x     
3 1

; 1;
2 9

x
 

   
 

 

13 14 15 

2x       4; 3 3;4x    

   

 

; 5 2;

1
2

2

x   
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7.06.Н. Обычные иррациональные неравенства. 
 

ПРИМЕР. Решить неравенство: 2 5 3x x x      

РЕШЕНИЕ. Данное неравенство равносильно системе: 

2

3

5

2 2 ( 2)( 5) 5 3

x

x

x

x x x x x









        

 

5,

2 ( 2)( 5) 4 .

x

x x x




   
 

Решение второго неравенства системы возможно лишь при 4 0x  , то есть при 4x  . Понятно, 

что система корней не имеет. 

ОТВЕТ: Корней нет. 

 

ВАЖНО! В квадрат можно возводить только сумму корней! В противном случае можно 

получить посторонние корни. 

 

 

ТЕСТ 7.06. 

Решить неравенства: 

1. 3 3 1x x    

2. 2 21 4 2x x     

3. 6 10 1x x     

4. 3 1 2 1x x x      

5. 3 1 2x x x      

6. 1 3 5 1x x     

7. 2 2 5 3x x     

8. 2 1 15 5x x     

9. 3 3 2 7x x     

10. 5 10x x x     

11. 2 5 21x x x     

12. 
2 2

1 1 2
x x

x x x
     

 

ОТВЕТЫ: 

1 2 3 

 1;x   
15 15

1; ;1
4 4

x
   

      
   

  6;x   

4 5 6 

7 7
1;

4
x

 
  
 

  2 2;x   
9 61

5;
8

x
 

    
 

 

7 8 9 

 2;x   
1

;1
2

x
 

  
 

  6;x   

10 11 12 

5x   
16

4;
5

x
 

 
 

 3
5

;
4

x
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7.07.Н. Иррациональные неравенства. 

Замена переменных. 
 

ПРИМЕР. Решить неравенство: 
2 23 5 7 3 5 2 1x x x x       

РЕШЕНИЕ. Пусть 23 5 2x x t   , 0t  . Тогда: 

5 1,t t    

5 1.t t    

Это неравенство равносильно системе: 

0, 0,
0 4.

5 2 1; 2;

t t
t

t t t t

   
  

      
 

Теперь достаточно решить систему: 

 2

2

2 2
( 1) 0, ; 1 ; ,

3 5 2 0, 3 3

1 13 5 2 4;
( 2) 0; 2; .

3 3

x x x
x x

x x
x x x

    
                    

  
                    

 

Решаем систему графически (см. рисунок): 

 
И находим ответ. 

ОТВЕТ:  
2 1

2; 1 ;
3 3

x
 

    
 

. 

 

 

ТЕСТ 7.07. 

Решить неравенства: 

1. 2 24 9 4 3x x x x      

2. 2 22 14 6x x x x       

3. 2 22 2 2 6 4x x x x       

4. 2 25 4 5 20 4x x x x       

 

ОТВЕТЫ: 

1 2 3 4 

 
1

; 0;
4

x
 

    
 

    ; 1 2;x     1 3;3x  


    ;1 4;x    
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