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13.12. Окружность, круг, дуга, 

сектор, сегмент, кольцо. 
 

Окружность – геометрическое место точек плоскости, равноудалённых от заданной точки, называемой 

центром, на заданное ненулевое расстояние, называемое её радиусом. Например, на данном чертеже 

центр окружности точка О.  Все точки окружности находятся от точки О на равных расстояниях 

(равноудалены). 

 
 

Радиус – не только величина расстояния от центра окружности до любой из её точек, но и название 

отрезка, соединяющего центр окружности с одной из её точек. 
 

 
 

Круг – геометрическое место точек плоскости, расстояние от которых до данной точки не больше, чем 

заданное ненулевое расстояние (радиус). Граница круга – окружность. 
 

 
 

Отличие окружности от круга: окружность – это только линия, а круг – это все точки внутри этой линии, 

включая саму линию. У окружности можно измерить длину, а у круга можно измерить площадь. Длину 

окружности с радиусом R можно вычислить по формуле: 

L 2 R   

Площадь круга радиуса R можно вычислить по формуле: 
2S R   

Число π приблизительно равно 3,14. Отрезок, соединяющий две точки окружности, называется её хордой. 

На следующем чертеже хордами являются отрезки АВ, АС, МТ. 
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Хорда, проходящая через центр окружности, называется диаметром. Очевидно, что длина диаметра 

равна двум радиусам d = 2R. На данном чертеже показаны диаметры АВ и МТ. 

 

Дуга – это часть окружности. На данном чертеже показана дуга АВ. 
 

 
 

Две несовпадающие точки окружности делят её на две дуги и, чтобы указать одну из дуг окружности, на 

чертеже и при записи указывают точку, принадлежащую данной дуге. На данном чертеже показана дуги 

АТВ и АМВ.  

 
 

Дуга называется полуокружностью, если отрезок, соединяющий её концы, является диаметром. 
 

 
 

Сектор круга – часть круга, ограниченная дугой и двумя радиусами, соединяющими концы дуги с 

центром круга.  
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Отличие дуги окружности и сектора: дуга – это линия, а сектор часть плоскости. У дуги можно измерить 

длину, а у сектора можно измерить площадь.  

 

Центральный угол – угол с вершиной в центре окружности. Центральный угол равен градусной мере 

дуги, на которую опирается. На данном чертеже показан центральный угол АОВ. 
 

 
 

Величина центрального угла может изменяться в пределах от 0° до 360°. На данном чертеже показан 

центральный угол 60°. 

 
 

На данном чертеже показан центральный угол 300°. 
 

 
 

Углы могут измеряться не только в градусах, но и в радианах. 

 360рад2 , следовательно,  180рад , где 14,3 , т.е.  180рад14,3 . Тогда: 




 3,57
14,3

180
рад1  
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Например, 
2 180

2рад 114,6
3,14

 
   . 

При записях обратите внимание, что в случае измерения угла в градусах, обязательно указывать значок 

градусов – маленький кружок в правом верхнем углу. Отсутствие кружочка будет означать, что угол 

измеряется в радианах. Например, если сказано, что угол равен 3, то это означает, что он равен 3 радиана. 

А если сказано, что угол равен 30, то он равен 3 градуса. 

Чаще всего используют не приблизительные, а точные переводы из градусов в радианы и наоборот. 

Т.к. 0
180 , то: 

180
10 

 , 
90180

2
20 




 , 
60180

3
30 




 , 
6180

30
300 




 , 
3

2

180

120
1200 




  и т.д. 

Теперь наоборот: 0
0

60
3

180

3



, 0

0

45
4

180

4



, 0

0

135
4

1803

4

3






, 0

0

210
6

1807

6

7






. 

 

Минуты и секунды. 

Минутой называют 1/60 часть градуса, а секундой называют 1/60 часть минуты. Тогда, один градус равен 

шестидесяти минутам (10 = 60´), а одна минута равна шестидесяти секундам (1´ = 60´´). Например: 

Вычислим сумму углов: 23015´ + 36045´ = 59060´ = 600. 

Вычислим сумму углов: 25,40  + 19036´ =  25,40  + 19,60 = 450 (здесь мы учли, что одна минута равна одной 

шестидесятой части градуса, а значит 36´ = 36/60 = 0,6). 

Вычислим сумму углов: 2,50  + 1029´45´´  + 15´´ =  2,50  + 1030´ = 2,50  +1,50  = 40 (здесь мы учли, что 45´´  + 

15´´ = 60´´ = 1´, тогда 1029´45´´  + 15´´ = 1030´ = 1,50). 

Длину дуги окружности радиуса R, образованной центральным углом α, измеренным в градусах, можно 

вычислить по формуле: 

град

0
L 2 R

360



    

Эту формулу легко понять и запомнить. Мы находим часть, которую составляет угол α от полного 

оборота в 360° (дробь 
0360


) от длины окружности: L 2 R  . Длину дуги окружности радиуса R, 

образованной центральным углом α, измеренным в радианах, можно вычислить по формуле: 

радL R    

Мы учли, что  360рад2 . Дуга также характеризуется угловой мерой, которая равна центральному 

углу, опирающемуся на эту дугу. На данном чертеже: AOB AOB  . 
 

 
 

Например, условие АОВ = 60° означает, что центральный угол АОВ равен 60°. Чтобы найти площадь 

сектора с центральным углом α, надо площадь круга 2S R   умножить на часть, которую составляет 

угол α от полного оборота в 360° (дробь 
0360


). Мы получим: 

град2

0
S R

360


         2

рад

1
S R

2
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Любая хорда окружности разделяет окружность на два сегмента. На данном чертеже показаны сегменты 

АВМ и АВТ. 

 
 

Сегмент – часть круга, ограниченная дугой и стягивающей её хордой. 
 

 
 

Если дуга опирается на центральный угол меньший 180°,  то площадь сегмента равна разности площади 

сектора и площади равнобедренного треугольника, сторонами которого является хорда и радиусы, 

проведённые к концам хорды.  

 
 

СЕГМЕНТА СЕКТОРАS S S  . 

Если дуга опирается на центральный угол больший 1800, то площадь сегмента равна сумме площади 

сектора и площади равнобедренного треугольника, сторонами которого является хорда и радиусы, 

проведённые к концам хорды. 
 

 
 

СЕГМЕНТА СЕКТОРАS S S  . 
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Две окружности, имеющие общий центр, называются концентрическими. 
 

 
 

Кольцо – часть плоскости, ограниченная двумя концентрическими окружностями.  
 

 
 

Очевидно, что площадь кольца равна разности площадей кругов, ограниченных концентрическими 

окружностями: 
2 2

КОЛЬЦА 2 1S R R   . 

При решении задач используйте несложные соотношения для показанного ниже треугольника. Пусть 

центральный угол АОВ равен , тогда углы АОD и ВОD равны /2. Тогда высота равнобедренного 

треугольника равна cos
2

OD R


  . Вы легко сможете найти и другие элементы этого треугольника. 

 
 

ПРИМЕР. Расстояние от центра окружности до хорды равно 
5 3

2
 и вдвое меньше 

радиуса. Найти длину хорды.  

РЕШЕНИЕ: Пусть ,OA R OK AB   и 
1

2
OK R .  

Тогда o o30 , cos30 .OAK AK R    По условию, 
5 3

,
2 2

R
OK    откуда: 

5 3R   

Следовательно, ocos30 7,5, 2 15.AK R AB AK     

ОТВЕТ: 15. 
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13.13. Вписанные и центральные углы, 

теорема о пропорциональных отрезках хорд. 
 

Вписанный угол — это угол, вершина которого лежит на окружности, а стороны пересекают эту 

окружность. На данном чертеже показаны вписанные углы АВС и КМТ. 
 

 
 

ТЕОРЕМА. Вписанный угол равен половине центрального угла, опирающегося на его дугу, если 

вершины центрального и вписанного углов лежат по одну сторону от хорды, стягивающей дугу.  
 

 
 

На данном чертеже показан вписанный углы АСВ и центральный угол АОВ, которые опираются на одну 

хорду АВ, при этом угол АСВ в 2 раза меньше угла АОВ, т.е. 

1
ACB AOB

2
   . 

Докажем это утверждение. Проведём радиус ОС. Треугольник ВОС - равнобедренный.  

Пусть: 

ОСВ =ОВС = . Тогда  ВОС = 180° -2. 

Треугольник АОС - тоже равнобедренный. Пусть: 

ОСА =ОАС = . 

Тогда: 

 АОС = 180° -2. 

Так как сумма углов АОВ, ВОС, АОС равна 360°, то: 

АОВ = 360° - (180° -2) - (180° -2) = 2 + 2 = 2( + ). 

Так как: АСВ =  + , то: 

1
ACB AOB

2
   . 

Мы рассмотрели случай, когда центр окружности О находится между сторонами угла СА и СВ. Возможен 

ещё случай, когда точка О не находится между сторонами угла СА и СВ: 
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И одна из сторон угла проходит через точку О: 

 
Для каждого из этих случаев надо своё доказательство, которое Вы с удовольствием сделаете 

самостоятельно. Следствием теоремы о центральном и вписанном угле является утверждение, что все 

вписанные углы, опирающиеся на одну и ту же дугу, равны, т.к. они все равны половине одного и того 

же центрального угла. 

 
Ещё одно следствие: любой вписанный угол, опирающийся на диаметр равен 90°. На данном чертеже 

вписанные углы АСВ, АМВ, АКВ равны 90°, т.к. соответствующий им центральный угол равен 180°. 

 
Рассмотрим два вписанных угла, опирающиеся на одну хорду, вершины которых, находятся по разные 

стороны от хорды. 
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Пусть АОВ меньше 180°, тогда 
1

AMB AOB
2

   , а  01
ATB 360 AOB

2
    . 

Тогда сумма углов АМВ и АТВ равна 180°. Итак, сумма двух опирающихся на одну хорду вписанных 

углов, вершины которых находятся по разные стороны от хорды, равна 180°. 

ВАЖНЫЙ ВЫВОД: Сделаем очень важный вывод: если четырёхугольник вписан в окружность, 

то сумма его противоположных углов равна 180°. Верно и обратное утверждение: если сумма 

противоположных углов четырёхугольника равна 180°, то вокруг четырёхугольника можно 

описать окружность. 

 

ПРИМЕР: Диагонали четырехугольника ABCD, вписанного в 

окружность, пересекаются в точке Е. На прямой АС взята точка 

М, причем DME = 20°, ABD = 60°, CBD = 70°. Найдите ADМ. 

РЕШЕНИЕ:  
o20DME  , o60ABD  , o70 CBD  

CАD = CBD = 70° 

AСD = ABD = 60° 

МСD = 180° - 60° = 120° 

МDС = 180° - 140° = 40° 

ADС = 50° 

ADМ = 50°+40°=90° 

ОТВЕТ: 90°. 

 

 

ТЕОРЕМА. Угол между пересекающимися хордами равен полусумме мер дуги лежащей в угле и дуги 

напротив нее. 

 

 
1

AOB MOK
2

     .  

https://educon.by/
http://www.100ballov.by/


 

Иванов А.А., Ливянт Е.Б., Волович В.В. www.100ballov.by 

Математика 13.3. Планиметрия – Окружность 

___________________________________________________________________________________________________________ 

11 

 

Доказательство. 
1

AKB AOB
2

   , 
1

MBK MOK
2

   , по теореме о центральном и вписанном угле. 

Для треугольника КТВ справедливо: 0 1 1
KTB 180 MOK AOB

2 2
      . 

Так как 0 1
MTK 180 KTB

2
    , то  

1
MTK MOK AOB

2
     , что и требовалось доказать. 

 

 

ТЕОРЕМА о пропорциональных отрезках хорд. При пересечении двух хорд данной окружности 

произведение отрезков, на которые делится одна из них точкой пересечения, равно произведению 

отрезков другой хорды. 

 
 

x y a b    

 

Докажем эту теорему. Дано AD и ВС – пересекающиеся в точке М хорды 

окружности. Углы СВD и САD равны, т.к. опираются на одну хорду. Углы 

ВМD и АМС равны, как вертикальные. Значит, треугольники ВМD и АМС 

подобны. Получаем, что 
DM

CM

BM

AM
 . Тогда BMCMDMAM  , что и 

требовалось доказать. 

 

 

 

 

ПРИМЕР: Хорда делит окружность на части в отношении 5:7. 

Найти вписанный угол, опирающийся на меньшую из дуг, 

стягиваемых этой хордой. 

РЕШЕНИЕ: Пусть ACB ADB
 

 . Обозначим через α центральный 

угол, опирающийся на дугу ACB. Тогда центральный угол, 

опирающийся на дугу ADB равен 360o - α. Так как 
o

5

360 7






 , 

α = 150o. Следовательно, описанный угол: 

o75
2

AKB x


   
. 

ОТВЕТ: 750 
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13.14. Касательные и секущие. 
 

Прямая может не иметь с окружностью общих точек; иметь с окружностью одну общую точку 

(касательная); иметь с ней две общие точки (секущая). На данном чертеже прямая a – не имеет с 

окружностью общих точек, прямая b – касательная, прямая с – секущая. 
 

 
Прямая, имеющая с окружностью ровно одну общую точку, называется касательной к окружности, а их 

общая точка называется точкой касания прямой и окружности. Касательная к окружности всегда 

перпендикулярна радиусу, проведённому в точку касания. 
 

 
 

Докажем это утверждение методом от противного. Предположим, что касательная не перпендикулярна 

радиусу, проведённому к точке касания, на чертеже это точка А. Значит, есть другая точка на прямой, к 

которой можно провести перпендикуляр из центра окружности, на чертеже это точка В. 
 

 
 

Тогда кратчайшим расстоянием от центра окружности до прямой является отрезок ОВ меньший, чем 

радиус окружности. Но это означает, что у прямой есть точки, находящиеся внутри окружности. Значит, 

прямая пересекает окружность, т.е. является секущей, а не касательной. 

Окружность называется вписанной в угол, если она лежит внутри угла и касается его сторон. Центр 

окружности, вписанной в угол, лежит на биссектрисе этого угла. 
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ТЕОРЕМА. Отрезки касательных к окружности, проведённых из одной точки, равны и составляют 

равные углы с прямой, проходящей через эту точку и центр окружности. Другими словами, центр 

вписанной в угол окружности лежит на биссектрисе угла, в который вписана окружность.  

АО - биссектриса, AM = AN, ВО - биссектриса, ВМ = ВТ, СО - биссектриса, СТ = СN. 
 

 
 

Докажем это утверждение. 

Рассмотрим треугольники АОМ и АОN. Это прямоугольные 

треугольники, у которых равны катеты МО и NO, т.к. они 

являются радиусами, гіпотенуза АО является общей для этих 

треугольников. Поэтому треугольники АОМ и АОN равны. 

Значит, равны катеты АМ и АN и углы АОМ и АОN, т.е.  

 

 

 

 

АО - биссектриса. Конечно же, Вы увидели подобие 

треугольников АНМ и АМО.  

 

 

 

 

 

 

 

 

ТЕОРЕМА. Угол между касательной и хордой равен половине градусной меры дуги, стягиваемой 

хордой. 

 
 

Треугольник, состоящий из хорды и отрезков, соединяющих концы хорды с центром 

окружности, является равнобедренным. Для нахождения расстояния от центра 

окружности до секущей из центра окружности опускается перпендикуляр на 

секущую. Длину этого перпендикуляра найти очень легко. 
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ТЕОРЕМА о касательной к секущей. Пусть из некоторой точки, находящейся за пределами 

окружности, проведены касательная к окружности и секущая. Тогда квадрат расстояния от этой точки до 

точки касания равен произведению длины внешнего отрезка секущей на длину всей секущей. 
 

 
 

2AB AC AD   

 

Докажем это утверждение. 

Треугольник АВО: 
2 2 2AO AB R      (1). 

Треугольник АСО: 
2 2 2 2 cosAO AC R AC R ACO           (2). 

Треугольник DСО: 
2 2 2 2 cosR DC R DC R DCO           (3). 

Из уравнения (3) следует, что 2 cosDC R DCO    . 

Учтём, что cos cosDCO ACO    и получим 2 cosDC R ACO     , откуда cos
2

DC
ACO

R
  


. 

Подставим в уравнение (2) и получим 2 2 2AO AC R AC CD    . Теперь подставим в (1):  
2 2 2 2AC R AC CD AB R     . 

Тогда 2 2AC AC CD AB   . Значит,   2AC AC CD AB   . Тогда: 2AC AD AB    -  Доказано. 

 

ВАЖНЫЙ ВЫВОД: Следствием этой теоремы является 

утверждение, что для всех секущих, выходящих из данной точки, 

касания равны произведения длины внешнего отрезка секущей на 

длину всей секущей. 
2AB AC AD AN AT    . 

 

 

 

 

ПРИМЕР: Точка лежит вне круга на расстоянии диаметра 

от центра круга. Найти угол между касательными, 

проведенными из данной точки к данному кругу. 

РЕШЕНИЕ: Дано: 2AO R . Найти:KAM . 

Из треугольника КАО:  

 
1

sin
2 2

R
KAO

R
      o30  KAO MAO    

o60 KAM  

ОТВЕТ: 60°. 
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13.15. Вписанная окружность. 
 

Окружность называется вписанной в треугольник, если она лежит внутри данного треугольника и 

касается всех прямых, проходящих через его стороны. 
 

 
 

В треугольник можно вписать не более одной окружности. Сам треугольник в таком случае называется 

описанным около данной окружности. Биссектрисы всех углов данного треугольника пересекаются в 

одной точке, которая является центром вписанной окружности. 
 

 
 

Центр O вписанной окружности равноудалён от всех сторон и является точкой пересечения биссектрис 

треугольника. 
 

 
 

Очевидно, что радиусы вписанной окружности не лежат на биссектрисах треугольника, если треугольник 

не является равнобедренным. 
 

 
 

Пусть точка О – центр вписанной окружности, МО = NO = ТО = r – радиусы вписанной окружности, 

перпендикулярные сторонам треугольника. 

Ещё раз вспомним, что CN = CT, AN = AM, BM = BT. Это утверждение легко доказывается. Например, 

прямоугольные треугольники CNO и CTO равны, т.к. у них равны катеты NO и TO, а гипотенуза СО у 

них общая. Поэтому стороны CN = CT и углы NCO = TCO. 

В случае равнобедренного треугольника радиус вписанной окружности, проведённый к основанию, 

лежит на высоте (медиане, биссектрисе), проведённый к основанию. 
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В случае равностороннего треугольника радиусы вписанной окружности лежат на биссектрисах 

(медианах, высотах) треугольника. 
 

 
 

Радиус вписанной в многоугольник окружности равен отношению его площади к полупериметру: 

S
r

p
  

ОБРАТИТЕ ВНИМАНИЕ, ЧТО ЭТА ФОРМУЛА СПРАВЕДЛИВА ДЛЯ ЛЮБОГО 

МНОГОУГОЛЬНИКА, В КОТОРЫЙ ВПИСАНА ОКРУЖНОСТЬ! 

 

В случае правильного треугольника со стороной а радиус вписанной окружности можно найти по 

формуле  

2 3

a
r 

 
Эту формулу Вы легко и с удовольствием выведите сами. Если окружность вписана в прямоугольный 

треугольник, то радиусы, проведённые к катетам, образуют квадрат КОТС.  
 

 
 

Как правило, такой чертёж поможет составить систему уравнений по условию задачи. 
 

 
 

Радиус вписанной в прямоугольный треугольник с катетами a, b и гипотенузой c окружности можно 

найти по формуле: 

2

a b c
r

 
  

Эту формулу запоминать желательно, но необязательно, достаточно помнить формулу: 

S
r

p
 . 

https://educon.by/
http://www.100ballov.by/


 

Иванов А.А., Ливянт Е.Б., Волович В.В. www.100ballov.by 

Математика 13.3. Планиметрия – Окружность 

___________________________________________________________________________________________________________ 

17 

 

13.16. Окружность, описанная вокруг треугольника. 
 

 
Вокруг любого треугольника можно описать окружность, притом только одну. Её центром будет являться 

точка пересечения серединных перпендикуляров. 

Серединный перпендикуляр – прямая, перпендикулярная к данному отрезку и делящая его на две 

равные части. Любая точка этой прямой равноудалена от концов данного отрезка. 
 

 
 

Пусть дан отрезок АВ. Середина этого отрезка – точка М. Проведём через точку М перпендикуляр. 

Отметим на этом перпендикуляре точки М1, М2, М3, М4. Тогда: 

АМ1 = ВМ1, АМ2 = ВМ2, АМ3 = ВМ3,  АМ3 = ВМ4. 
 

 
 

Теперь найдём точку, которая находится на равном расстоянии от трёх данных точек, не лежащих на 

одной прямой. Соединим три точки А, В, С отрезками. На серединном перпендикуляре к отрезку АВ 

лежат все точки равноудалённые от А и В, на серединном перпендикуляре к АС лежат все точки 

равноудалённые от А и С.  
 

 
 

Значит, на пересечении серединных перпендикуляров находится точка равноудалённая от трёх точек А, 

В, С. 
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У остроугольного треугольника центр описанной окружности лежит внутри, у тупоугольного – вне 

треугольника, у прямоугольного – на середине гипотенузы. 
 

 
Остроугольный     Тупоугольный     Прямоугольный 

 

Радиус описанной окружности может быть найден по формулам: 

4

a b c
R

S

 



,    

2 sin

a
R





, 

где: a, b, c — стороны треугольника, α — угол, лежащий против стороны a, S – площадь треугольника. 

 

Формула Эйлера: Если d — расстояние между центрами вписанной и описанной окружностей, а их 

радиусы равны r и R соответственно, то: 

d2 = R2 − 2Rr. 

 

Вспомним также теорему синусов: 

2
sin sin sin

a b c
R

  
    

где R – радиус описанной окружности. 
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13.17.П. Треугольники и окружности. 
 

ПРИМЕР: Диаметр окружности радиуса R является 

основанием правильного треугольника. Вычислить площадь той 

части треугольника, которая лежит вне данного круга. 

РЕШЕНИЕ: Дано: R. S – ? 

Обозначим точки пересечения треугольника с окружностью K и 

M. Т.к.    AO KO MO BO   AOK BOM  – 

равносторонние. Тогда: 
2 3

4
 AOK BOM

R
S S . 

Угол o60  KOM  площадь сектора KOM  равно 2

1

1

6
 S R . 

Тогда площадь искомой фигуры равна: 

 

2 2
2

1

2 2
2

4 3 2 3 1

4 4 6

3 1
3 3

2 6 6

ABC AOK BOM

R R
S S S S S R

R R
R

        

    

 

ОТВЕТ:  
2

3 3
6

R
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13.18.П. Окружность, вписанная в четырёхугольник. 
 

Выпуклый многоугольник называется описанным около окружности, если все его стороны касаются 

некоторой окружности. 

 
 

В выпуклый четырёхугольник ABCD можно вписать окружность тогда и только тогда, когда суммы его 

противоположных сторон равны: 

AB + CD = BC + AD. 

 

Доказать это утверждение достаточно просто. Пусть М, Р, Т, К - точки касания четырёхугольником 

окружности. Тогда: АМ = АТ, ВМ = ВР, СР = СК, DК = DТ. Получаем, что: 

АМ + ВМ + СК + DК = АТ + DТ + ВР + СР, т.е. 

AB + CD = BC + AD. 
 

 
 

Во всяком описанном четырёхугольнике середины диагоналей и центр вписанной окружности лежат на 

одной прямой (теорема Ньютона). 

 
 

Радиус вписанной окружности всегда можно найти по формуле: 
p

S
r  , где S – площадь фигуры, в 

которую вписана окружность, p – полупериметр этой фигуры. 
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13.19.П. Описанная вокруг 

четырёхугольника окружность. 
 

Описанная окружность многоугольника — окружность, содержащая все вершины многоугольника. 

 
Центром является точка (принято обозначать O) пересечения серединных перпендикуляров к сторонам 

многоугольника. 

 
 

Вокруг выпуклого четырёхугольника можно описать окружность тогда и только тогда, когда 

сумма его внутренних противоположных углов равна 180° (π радиан). 
 

 
 

180 рад           

Можно описать окружность вокруг любого прямоугольника (частный случай квадрат) и любой 

равнобедренной трапеции. 

У четырёхугольника, вписанного в окружность, произведение длин диагоналей равно сумме двух 

произведений длин пар противоположных сторон:  

 
|AC|·|BD| = |AB|·|CD| + |BC|·|AD| 
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