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3.01. Абсолютная величина числа (модуль). 

Немного теории. 
 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Абсолютной величиной числа a  (обозначается a ) называется расстояние от 

точки, изображающей данное число a  на координатной прямой, до начала координат. Из 

определения следует, что: 

,  если 0,

,  если 0.

a a
a

a a


 

 
 

Таким образом, для того чтобы раскрыть модуль необходимо определить знак подмодульного 

выражения. Если оно положительно, то можно просто убирать знак модуля. Если же подмодульное 

выражение отрицательно, то его нужно умножить на "минус", и знак модуля, опять-таки, больше не 

писать. 

 

ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА МОДУЛЯ: 

1. 0a  ; 

2. a a  ; 

3. a a ; 

4. a b a b   ; 

5. ,  если 0
aa

b
b b
  ; 

6. a b a b   ; 

7. a b a b    тогда и только тогда, когда 0ab  ; 

8. a b a b    тогда и только тогда, когда 0a   и 0b  ; 

9. a b a b   ; 

10. a b a b    тогда и только тогда, когда 0ab  ; 

11. 0a b   тогда и только тогда, когда 
2 2 0a b  . 

 

ПРИМЕР. Раскрыть модуль 5 70 . 

РЕШЕНИЕ. Заметим, что для решения задач такого типа важно знать знак выражения, стоящего 

под модулем. В нашем случае 5 70 , поэтому 5 70 0  . Тогда 5 70 (5 70) 70 5      . 

ОТВЕТ: 70 5 . 

 

 

ТЕСТ 3.01. 

Раскрыть модули: 

1. 3  

2. 4  

3. 1 2  

4. 3 5  
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5. 7 11  

6. 7    

7. 5 2   

8. 3 11   

9. 2 3 5   

10. 1 2 3 4     

11. 2x  

12. 4 1x   

13. 2 1

4
x x   

14. 
2

1
4

x
x    

15. 2 2 2x x   

16. 2 3 4x x    

17. ( 1) 1x x    

18. 24 8 1x x   

 

ОТВЕТЫ: 

1 2 3 4 5 6 

𝜋 − 3 4 − 𝜋 √2 − 1 √5 + √3 √11 − √7 𝜋 − √7 

7 8 9 10 11 12 

√5 − 2 √11 − 3 5 − √2 − √3 4 𝑥2 𝑥4 + 1 

13 14 15 16 17 18 

𝑥2 − 𝑥 +
1

4
 

2

1
4

x
x   𝑥2 + 2𝑥 + 2 𝑥2 − 3𝑥 + 4 𝑥2 + 𝑥 + 1 𝑥24 + 𝑥8 + 1 
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3.02. Уравнения с модулем. Простые. 
 

Отметим, что при решении уравнений вида ( )f x a , где 0a  , наиболее рациональный путь – 

переход к совокупности: 

( ) ,

( ) .

f x a

f x a




 
 

 

ПРИМЕР. Решить уравнение 
2 2 7 4x x   . 

РЕШЕНИЕ. Здесь указанный выше способ избавляет нас от необходимости находить интервалы 

знакопостоянства квадратного трехчлена с «неприятными» корнями. Имеем: 
2

2

2 7 4,

2 7 4.

x x

x x

   


   

        
2

2

2 11 0,

2 3 0.

x x

x x

   


  

 

ОТВЕТ: 1x    или 3x  , или 1 2 3x   . 

 

 

ТЕСТ 3.02. 

Решить уравнения: 

1. 2 3 7x    

2. |2𝑥 + 3| = 5 

3. 2 5 1x x    

4. 2 5 6 2x x    

5. 2 1 1x x    

6. 2 2x    

7. 2 2x    

8. 2 1x    

9. 2 4 4x x   

10. 1 1x     

 

ОТВЕТЫ: 

1 2 3 4 5 

5; –2 1; –4 –2; 3; 
1±√17

2
 –1; –4 –1; 0; 1; 2 

6 7 8 9 10 

–4; 0; 4 0 Нет решений. 2;  2 ± √8 Нет решений. 
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3.03. Уравнения с модулем. Раскрытие модуля. 
 

Уравнение с одним модулем можно решать, раскрывая соответствующим образом модуль на 

промежутках где подмодульное выражение имеет определённый знак. При этом будем применять 

правило изученное ранее: 

,  если 0,

,  если 0.

a a
a

a a


 

 
 

В этом случае будем получать совокупность двух систем. Приведем общий вид такого решения для 

некоторых уравнений: 

( ) , ( ) ( ),

( ) 0; ( ) 0;
( ) ( ) ( )

( ) , ( ) ( ),

( ) 0. ( ) 0.

f x a f x g x

f x f x
f x a f x g x

f x a f x g x

f x f x

      
  

      
   
  

    

 

Заметим, что для уравнений вида: ( )f x a , такой способ является совсем не рациональным 

(приведен для справки, а лучше решать такие уравнения как в предыдущем параграфе переходом к 

совокупности). А вот для уравнений вида: ( ) ( )f x g x , данный способ часто является достаточно 

удобным, хотя в следующем параграфе мы рассмотрим еще один способ решения таких уравнений. 

 

 

ПРИМЕР. Решить уравнение 2 1 3 4 0x x x    . 

РЕШЕНИЕ. Данное уравнение равносильно совокупности двух систем: 
2

2

2 2 0,

(2 1) 3 4 0, 1
;

2 1 0; 2

(2 1) 3 4 0, 2 0,

2 1 0. 1
.

2

x x

x x x
x

x

x x x x x

x
x

   
            
               


 

Первая из полученных систем решений не имеет, а вторая имеет единственное решение 2x  . 

ОТВЕТ: 2x  . 

 

 

ТЕСТ 3.03. 

Решить уравнения: 

1. 8 7 0x x x    

2. 2 6 8 0x x x     

3. 2
2

5 14 0
2

x
x x

x


  


 

4. 2
1

2 3 0
1

x
x x

x


  


 

5. 

2 2
3

1

x x

x

 



 

6. 2 1
0

4
x x    
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7. 2 3 1 1x x    

8. 2 2 1 2x x    

9. 
2 5 6

2
2

x x

x

 



 

 

ОТВЕТЫ: 

1 2 3 4 5 

−4 + √23 
−2 ± 2√3; 

4 + 2√2 
–7; 7 –3 5 

6 7 8 9 

1

2
; 
−1±√2

2
 

–3; –2; –1; 

0; 1; 2; 3 
−1 − √5; 

2 

−7 ± √89

2
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3.04. Уравнения с модулем. Переход к совокупности. 
 

ПРИМЕР. Решить уравнение 
2 8x x x    . 

РЕШЕНИЕ. При решении уравнений вида ( ) ( )f x g x  распространенной ошибкой является 

переход к совокупности: 

( ) ( ),

( ) ( ).

f x g x

f x g x




 
 

Это связано с неверным обобщением метода, описанного ранее. Такая совокупность вполне может 

привести к появлению посторонних решений. Равносильным является переход к системе: 

( ) ( ),

( ) ( ),

( ) 0.

f x g x

f x g x

g x

 


 




 

Обратите внимание, что вы обязаны потребовать неотрицательность правой части!!! Таким 

образом, получаем: 
2

2

8 ,

8 ,

0.

x x x

x x x

x

    


  

 

 

ОТВЕТ: 2x    или 2 2x   . 

 

Отметим, что выбор первого (как в предыдущем параграфе) или второго (как в этом параграфе) 

способа решения уравнений вида ( ) ( )f x g x  зависит только от того, какое из неравенств ( ) 0f x   

или ( ) 0g x   решать легче. В случае если легче решать неравенство ( ) 0f x  , то решаем раскрывая 

модуль, а если же проще решить неравенство ( ) 0g x  , то решаем переходом к совокупности. 

 

 

ТЕСТ 3.04. 

Решить уравнения: 

1. 2 2(3 )x x    

2. 
1

3 1
4 1

x
x

 


 

3. 23 6x x x     

4. 2 4 1 5 4 0x x x      

5. 2 3x x x    

6. 
2 1 2 1x x x     

7. 5 2 3 3x x    

8. 2 2 3 2x x x    

9. 23 8x x x    

10. 3 4x x x    

11. 23 4 3x x x      

12. 2 4 3 7 11 0x x x      

 

ОТВЕТЫ: 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

4

3
 

7

12
 –3; 3 

–8; 

–1; 0 
1; √3 

1; 
−3+√17

2
 

1

8
; −

5

2
 

1; 

–√3 
2; −

4

3
 

2; 

−√4
3

 
2; 3 

11−√29

2
; 

3+√13

2
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3.05. Уравнения с модулем. Метод интервалов. 
 

ПРИМЕР. Решить уравнение 2 1 5x x   . 

РЕШЕНИЕ. Уравнения такого типа удобнее всего решать методом интервалов. Для этого находим 

точки на числовой оси, в которых обращается в нуль каждое из выражений, стоящих под модулем. 

Первый модуль обращается в нуль в точке 0x  , а второй – в точке 1x   . Далее делим всю ось на 

интервалы между полученными точками и исследуем знак каждого из «подмодульных» выражений 

на каждом интервале. Заметьте, что для определения знака выражения надо подставить в него 

любое значение х из интервала, кроме граничных точек! Выбирайте те значения х, которые 

легко подставлять. Подставляем, например, точки 2x   , 
1

2
x    и 1x  . Получаем: 

 
x  – – + 

   

1x  

 –1 0                           х 

– + + 

 

Исходное уравнение равносильно совокупности трех систем: 

1) 
2( 1) 5, 3,

1; 1;

x x x

x x

     
 

    
 

2) 

7
2( 1) 5, ,

3
1 0;

1 0;

x x x

x
x


      
 
     

 

3) 
2( 1) 5, 7,

0; 0.

x x x

x x

     
 

  
 

ОТВЕТ: Нет решений. 

 

 

ТЕСТ 3.05. 

Решить уравнения: 

1. 2 4 3x x     

2. 6 6x x    

3. 2 3 5x x     

4. 2 3 3 0x x x      

5. 2 9 3 6x x     

6. 
2 25 4 5 6 2x x x x       

7. 2 1 3 2 0x x x      

8. 1 5 20x x     

9. 5 8 13x x     

10. 2 2x x    
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11. 7 12 7 11 1x x     

12. 2 2 5 6x x x      

13. 3 2 2 1 5x x x      

14. 2 2 5 1 0x x      

15. 4 2 2 5 2x x x      

16. 3 5 2 2 3x x x      

17. 3 2 1 4x x     

18. 1 2 3 4x x x       

19. 2 24 3 5 6 1x x x x       

20. 2 9 2 5x x     

21. 2 24 9 5x x     

22. 2 2 3x x x    

23. 2 23 2 5 6 2x x x x       

24. 

2

2

4 3
1

5

x x

x x

 


 
 

 

ОТВЕТЫ: 

1 2 3 4 5 

3

2
; 
9

2
 0 ≤ 𝑥 ≤ 6 𝑥 ≥ 3 

11

5
; 7 –3; 2; 

−1+√73

2
 

6 7 8 9 10 

𝑥 ∈ [1; 2] ∪ [3; 4] –2 –8; 12 𝑥 ∈ [−5; 8] 𝑥 ≥ 2 

11 12 13 14 15 

𝑥 ≤
11

7
 Нет решений. –1; 

2

3
 Нет решений. 1 

16 17 18 19 20 

2

3
 –1 –4; 4 2; 

5

2
; 
9+√17

4
 –3; 2; 

−1+√65

2
 

21 22 23 24 

𝑥 ≤ −3; 𝑥 ≥ 3 1; −1 − √2 1; 3 −
2

3
; 
1

2
; 2 
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3.06.П. Модуль в модуле. 
 

ПРИМЕР: Решим уравнение  21 2 2x x x x     

РЕШЕНИЕ: В таких уравнениях лучше начинать раскрытие модуля изнутри. 

Рассмотрим два случая, когда 1 0x  , и когда 1 0x  . 

1. 
2 2

1 0

3 2

x

x x x

 


  

 

2. 
2 2

1 0

2

x

x x x

 

   

 

Каждый из этих случаев, в свою очередь распадается ещё на два случая. 

1a. 2

2 2

1 0

3 0

3 2

x

x x

x x x

 


 


  

  1б. 2

2 2

1 0

3 0

3 2

x

x x

x x x

 


 

   

 

2a. 2

2 2

1 0

0

2

x

x x

x x x

 

  

   

  2б. 2

2 2

1 0

0

2

x

x x

x x x

 

  


  

 

Решаем в каждой системе уравнение и проверяем выполнение условий. 

 

 

ТЕСТ 3.06. 

Решить уравнения: 

1. 1 1 3x    

2. 
1

1
2

x x x     

3. 1 3x x x      

4. 3 1 6x x x      

5. 2 6x x x     

6. 3 2 1 4 10x x x      

7. 2 8 3 3x x     

8. 1 4 6 2x x     

 

ОТВЕТЫ: 

1 2 3 4 5 

–3; 5 
1 1 3

; ;
6 2 2

 –4; 2; 
2

3
; 4 2; 4  –8; 4; 

4

3
; 8 

6 7 8 

4 
1

2
5


 

1

5
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3.07.П. Системы уравнений с модулями. 
 

ПРИМЕР. Решить систему уравнений 

10 6 10

30
2

4

y x

y

x

    

 




. 

РЕШЕНИЕ: Не бойтесь, ничего страшного не произошло. Решаем, как и привыкли. Выражаем из 

второго уравнения, например, 2 22y x  , подставляем в первое и получаем обычное уравнение с 

модулем, которое с удовольствием решаем самостоятельно: 

2 22 10 6 10x x     . 

Решили? Правильно, 16x   . Тогда 10y   . 

ОТВЕТ:  16; 10  . 

 

 

ТЕСТ 3.07. 

Решить системы уравнений: 

1. 

2 1 2 4

0, 4
3

1,3

x y

y

x

    

 




 

2. 

2 2 5 10 20

2 4

28 15

x y

y

x

    

 




 

3. 

4 3 9 2 2

4
1

2 1

x y

y

x

    

 




 

4. 

2 3 5 4 10

13
5

6

x y

x

y

    



 

 

5. 

2 3 11 17, 2

3 2,6
2

2

x y

y
x

x

   

 

 


 

6. 

3 2 2,9

2 13,5
5

5

y x

x
y

y

  



     

 

7. 

6 3,3
5 0,8

0,8

3 2 1 6,7

y
x

x

x y

 
  

 
   

 

8. 
5 3 4

3 4 2 8

x y

y x

   


  

 

9. 
3 5 4

3 4 12

x y

y x

   


  

 

10. 
3 5 4

7 15 3

x y

y x

   


  

 

11. 
3 5 3

2 4 28

x y

y x

   


  

 

12. 

1
5

2

2 3 2

x y

y x


  


   

 

13. 
2 2 2

1 5 2

x y

y x

   


  

 

14. 
0,2 1 2

2 2 8

x y

y x

   


  

 

15. 
0,1 3,6

2

1 4 28

y
x

y x


  


   

 

16. 

2 12 1 0

1 13 1 0
3

x x y

y
y x

     



    


 

17. 
2 10 2 0

2

2 12 1 0

y
y x

x x y
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18. 
3 4 2 2 0

2 8 2 26 0

y x y

x x y

     


    

 

19. 

2
1 9 7 0

3

1 4 1 0

y
y x

x x y


    


     

 

20. 

4
2 6 8 0

5

1 3 5 0

y
x x

y x y


    


     

 

 

ОТВЕТЫ: 

1 2 3 4 5 

3 22
;

10 5

 
 
 

  32; 18    1;5   7;2  
6

1;
5

 
 
 

 

6 7 8 9 10 

71 57
;

10 10

 
  
 

 
41 33

;
10 10

 
  
 

  3;2   4;7  
9 11

;
2 2

 
 
 

 

11 12 13 14 15 

 6;6  
1

;4
2

 
 
 

  1;4   0;3   6;5  

16 17 18 19 20 

 0;3   1;12   2;7   1;3   2;5  
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